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不完备知识下的形式概念表示与计算 ) 

吴 强 · 

(绍兴文理学院计算机系 绍兴312000) (上海大学计算机学院 上海 200072) 

摘 要 从集合的角度来说，知识就是数据集合在某种关系下的划分。如果这个数据集的某些属性值是未知的或丢 

失了，那么知识就是不完备(incomplete)的。传统形式概念分析是源于完备数据集的(完备知识)。在不完备知识下的 

概念分析一般说来比完备知识更困难。本文提出了一个新的不完备知识下形式概念表示与计算的方法，这种方法是 

基于泛化粗糙集理论的，其 目的是扩展形式概念分析研究的领域。文中研究了一个基于自反相似关系的粗糙集模型， 

讨论了基于这种模型的形式概念分析方法。一个实例表明了这种方法的可行性。 
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Abstract From the point of view of the set，knowledge is a partition of data set about some relations．It is incomplete 

if some attribute values are unknown Or missing in the data set．The classical forrnal concept analysis derives from com— 

plete data set(complete knowledge)．Concept analysis under incomplete knowledge is usually more difficult．This pa— 

per presents new approaches tO represent and compute formal concepts under incomplete knowledge．It is based on gen— 

eralized rough set theory，and aims tO extend form al concept analysis tO the condition of incomplete knowledge． A 
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model，are propo sed．Finally an example is given tO show the feasibility of the propo sed method． 
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1 引言 

概念作为知识的基本单元，很 自然地成为人工智能的重 

要研究对象。在哲学中，概念被理解为由外延和内涵两个部 

分所组成的思想单元。基于概念的这一理解，willel_1]提出了 

形式概念分析(FCA)的思想。形式概念分析是一个在信息科 

学中十分有用的数学方法 ，已被应用于知识获取、表示和组织 

等L1 。这种应用的前提是研究的数据是确定的、明晰的。但 

是在经济、工程、环境、社会科学和医学等许多复杂的问题中， 

由于人为因素或客观条件的限制等，得到的数据并不总是确 

定和清晰的。在这种情况下，往往需要解决的一个重要问题 

就是形式概念的表示与计算。 

从集合的角度来说 ，知识就是数据集合在某种关系下的 

划分。如果这个数据集的某些属性值是未知的或缺失，那么 

知识就是不完备的。传统形式概念分析是源于完备知识的。 

但是即使在完备知识下 ，并不是每个概念都是可以表示的。 

被研究的问题如果不能够用形式概念描述，它所涉及的概念 

被称为不可定义概念。发现最优描述不可定义概念的过程称 

为概念近似。概念近似在文[5]中第一次提出，后又在文[9] 

中得到了进一步研究。概念近似是以粗糙集作为一个基本的 

近似模型，所依据的粗糙集理论L2]是基于完备信息系统的，被 

处理的数据是完备的。文[6]给出了一个不完备知识的属性 

确定(attribute exploration)算法，它是比较确切的针对不完备 

知识的形式概念分析的研究。这个算法可以帮助用户得到未 

知背景有效属性隐含的关于其知识的最大信息量。文[7，13] 

进行了进一步研究，但它并没有讨论形式概念的表示问题。 
一 般来说，信息系统是指信息和知识表达系统，其本质也 

是一个对象属性关系的二维表。不完备信息系统属性值确实 

的粗糙集方法在文[8]中首先提出，尽管在文[16]中也简单提 

到过。类似于完备信息系统用等价不可分辨关系描述，不完 

备信息系统使用相似特征关系来刻画l_1 。对于完备信息系 

统来说，一旦不可分辨关系确定并且概念(一个实例集)给出， 

上下近似就是唯一的。对给定的特征关系和概念，不完备信 

息系统有3种可能定义上下近似的方法：单元集(singleton)、 

子集(subset)和概念 近似 (concept approximations)l_1 。文 

[12，17～20]研究了单元集上下近似。类似的思想也在文 

[21~25]体现出来。文[8]进一步讨论了3种方法在数据挖 

掘中的应用。 

尽管有众多的不完备知识的处理方法，但从形式概念分 

析的角度开展的研究并不多见。 

本文论证了一个新的不完备知识的概念表示方法，它是 

基于粗糙近似的泛化定义 的l_4]。与传统定义不同，当相似关 

系是 自反的但不一定是对称和传递的情况下，这一定义正确 

地刻画了正对象集(下近似)与正或不确定对象集(上近似)。 

*)国家自然科学基金项目“面向本体的形式概念分析理论和算法”(项 目编号：60275022)。吴 强 副教授，博士生，主要研究方向：知识发现 

与知识表示。 
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由于它降低了构成关系的条件，能有效地解决知识中的不确 

定和缺失值问题，进而完成形式概念在不完备知识条件下的 

表示与计算。这种方法对处理大背景、多不确定或缺失值的 

问题尤为有效。 

本文以下部分是这样组织的：第 2节中提出了不完备知 

识下的形式概念。第 3节介绍了泛化粗糙集理论的基本概 

念。不完备背景下的形式概念表示与计算在第 4节中定义和 

研究。一个简单地描述这种方法过程的例子在第5节。最后 

是结论。 

2 形式概念与不完备知识 

形式概念分析是反映概念的哲学理解的一种格理论形式 

和集理论模型。一个概念是由两个部分构成的一个思想单 

元 ：包含所有属于概念的对象的外延和包含所有对象共有属 

性的内涵。表现一个具体领域知识的基本模型是形式背景。 
一 个形式背景由一个对象集、一个属性集和一个表明一个对 

象是否拥有一个属性的关系构成。在形式背景上存在一个反 

映子概念和超概念关系的自然序，所有这个序的集合就是概 

念格。 

具有未知或缺失项的形式背景可以用所谓三值背景表示 

(G，M，{×，0，?}，I)c“ ]。G是对象集 ，M是属性集，J：G×M 

一{(×，0，?}即 I(g，；rn∈{×，0，?}，g∈G，；rn∈M。这里问号 

表示对象 g是否有属性仇 是未知或缺失的。我们称其为不 

完备信息系统或背景。对两个拥有相同对象集和属性集不完 

备背景K1一(G，M，{×，?，0}，J1)和 K2一(G，M，{×，?，0}， 

Jz)，可以比较它们的信息。如果 Kz能由K 用×或0替换 

问号派生，那么背景Kz比背景 K 包含更多的信息，表为K 

≤Kz，也就是说≤是信息序。一个背景 K的完备(comple— 

tion)是一个源于K的、用非问号值替换问号值的完备背景 

(一形式背景)。因此，K的完备是K 上的(在信息序上的)最 

大背景。在本文中，我们使用 COMP表示 K的完备，COMP 

(K)是K 的所有完备的集。一个包含 个问号的不完备背景 

具有 2 个完备。 

令 K一(G，M，{×，?，O}，D是一个不完备背景，对 B，B 

M 的确定的外延 B口是所有确定拥有 B的属性的对象集，B口 

一 {gEGlI(g， )一×对所有 mEB}一 N Im，Im={g∈Gl J 

(g， )一×}[ 。B的可能的外延Bo是所有可能拥有 B的属 

性的对象集，B◇一{g∈GII(g， )≠0对所有 ∈B}一0 

Im，Ira={gEGlI(g， )≠0}。S，S G的确定内涵 S口和可 

能内涵 1s◇的定义与之类似： 

S口一{mEMlI(g， )一×对所有 g∈S)=0 J，gI= 
gt3 

{mEMlI(g， )一×} 

1s◇一{mEMfI(g， )≠0对所有g∈S}一0 g ，gI= 
gt 3 

{mEMl I(g， )≠0} 

如果 K一(G，M，{×，?，0}，D是完备的(或是一个形式背 

景 K一(G，M，D)，则有 B口一Bo：一B 和 S口一1s◇：一S 。 

其正是文[1]中定义的外延和内涵。操作符’：6(G)一6( 

和’： ( 一 (G)被称为演算， (G)是 G的幂集， ( 

是 M 的幂集。形式背景(G，M，D上的一个形式概念是满足 

S G，B M，S =B和B 一S的集对(S，B)。S是概念的外 

延，B是概念的内涵。(G，M， )的所有形式概念的有序集就 

是(G，M，D的概念格。形式化的格表示了背景中的所有概 

念以及与属性的关系。在一个给定的背景上，新概念可以通 

过格关系来发现，因此知识可以通过探索技术获取。 

更一般地 ，(G，M，{×，?，0}，D也被称为一个形式背景。 

3 自反相似关系上的粗糙集 

相似信息可以用每个对象 ∈G的相似类来表示。G是 

一 个对象集。更确切地说 ，z的相似类R(z)是与 z相似的对 

象集 ：R(z)一{yEGl z}。考虑 R的逆关系R_。。令 R 

(z)是 ．z与之相似的对象的类R ( )一{yEGf scRy}。注意 

这里的表述， z意味着 Y与 z相似，其具有方向性。对一 

个子集x G和一个G上的二元关系R，任何对象z∈G属 

于且仅属于下列分类之一： 

正对象：如果z∈X并且R (z) x，z确切地属于X； 
一 类不确切对象：如果 z∈X并且 R ( )n(G＼X)≠ 

，z是一类不确切对象 ； 

二类不确切对象 ：如果 z∈G＼X并且R (z)nX≠ ，z 

是二类不确切对象； 

负对象：如果z∈G＼x并且R (z) G＼x，z确切地不 

属于X； 

因此，四个分类确定了G的分割。 

对象的不确定性 自然引出了基于 自反二元关系 R的粗 

近似定义。 

定义 1 对于 G上的子集 X G和二元 自反关系R，X 

的下近似表为R．(x)，x的上近似表为R (x)。其定义如 

下 ：R ( )一{ ∈G JR ( ) X) 

R (X)一 UR(z)一{z∈GlR (z)nX≠ } 

一 个需要解决的问题是根据R提供的信息，一个G上的 

子集x G是否能够被正确地刻画。 

定理 1 对于 G上的子集 X G和二元 自反关系R，如 

果 R (X)一R (X)，那么 X是 R可定义(以 X为所指向的 

集)的[4 

如果R还是对称和传递的，可定义集即能表为R的等价 

类的并，称为 G的可定义集。 

定理2 如果 X G，y G是定义在G上的子集和R二 

元关系，则 

1)R (X) 三X R (X) 

2)X 三y R (X) 三R．(y) 

3)X 三y R (X) 三R (y) 

4)R．(XNY)一R．(X)nR．(y) 

5)R (XUy)一R (X)UR (y) 

6)R．(XUy)三 R．(X)UR．(y) 

7)R (Xny) R (X)nR (y) 

证明：仅证 2)，3)，4)，6)，7)。 

2) ∈R．(X) R一 ( ) X， y 尺 ( ) y ∈ 

R．(y)=>R．(X) 三R (y)。 

3)X Y=>UR(X) 三UR(z)=》R (X) (y)。 
∈X ∈Y 

4)xER．(Xny)㈢R-1(z) Xnyee~R (z) X并且 

R一 (sc)CYee~scER．(X)并且 z∈R (y)l=~sc∈R．(X)nR． 

(y) 

6)因为 X XUy，yCXUy，从 2)即可得到R，(X) 

R．(XUy)并且R．(y) R．(XUY)。故 ，R．(XUy) R． 

(X)UR (y)。 

7)Xny X，Xnyc R (Xny) R (X)并且 R 

(Xn R ( R (Xn R (X)nR ( 。 
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4 概念可定义性与不完备背景上的概念表示 

给定一个形式背景(G，M，J)，一个属性 m∈M 被称为 

可定义属性，当它的外延 Im~_G是关于G上不可分辨关系对 

象的一个可定义子集。一个可定义形式背景，其所有属性都 

是可定义的。对任意形式背景 (G，M，{×，O，?}，D，我们希 

望用可定义背景来近似 J。使用两个类似于文Es]中的概念： 

可能的上近似和必然的下近似。这两个背景上的近似提供了 

(G，M，{×，0，?}，J)上概念的上下近似表示。 

考虑 Im的可能和确定的外延 ，问题可以分两部分讨论。 

4．1 l(g。m)≠o．1m是可能拥有属性m 的所有对象的 

集 

定义 2 令(G，M，{×，0，?}，J)是一个形式背景，Im= 

{gE Gl I(g， )≠0}，gI={mEMl I(g， )≠0}。考虑 G上的 

二元自反关系 R，R(z)一{yEGl I(x， )一I(y， )or I(x， 

)一?}，R (z)一{Y∈G l J(z， )一J(y， )or J( ， ) 

一?}。川I勺R上近似表为 J～：对每个属性 mEM，m在上近 
de， 

似 J 的外延是其在 J的外延的上近似 J垤m (Ira)娟一 

UR(z)一{z∈GlR (z)nIm≠j2『}。J的R 下近似表为 

J ：对每个属性m∈M，m在下近似J 的外延是其在J的 
der 

外延的下近似J Rm一(Ira) R一{zfR_1(z) }。 

这里z与Y是等价关系，其一定满足二元自反关系，反之 

则不成立。也就是说 ，等价关系包含在自反二元关系中。 

定理 3 令(G，M，{×，0，?}，D是一个形式背景，B M。 

在 J中的B的外延的上下近似包含在 J的R 上下近似的外 

延中。 

证明：假设 B ，*R是B在 J 中的外延并且B ，。 是B在 

J 中的外延 ，则有 B ，*R— n J m— n (Ira)～。根据定 
，，l∈ ，，l∈ B 

理 2．(7)，有 

(n Ira) n (Im) 
，，l∈B ，，l∈B 

(B ，) 一(n Ira) n(Ira) 
，，l∈B ，，l∈B 

据定理 2．(4)，得到 

(B ，) R一(n Ira) R— n(Im) R— n J Rm—B ，。 

对于一个给定的背景(G，M，{×，0，?}，D，当它的外延 A 

G是关于不可分辨关系对象的一个可定义子集时，形式概 

念(A，B)是一个可定义概念。 

定理 4 一个可定义形式背景的所有概念是可定义形式 

概念_5J。 

定义 3 一个可定义概念(A，B)的 R_上近似是形式背 

景(G，M，J )上 的可定义概念 ，被 定义为 (A，B)垤 一 

(BPI*R， ，*R)， ，*R— B'rR) 。(A，B)的形式背景(G， 

M，J )上 R-下近似被定义为 

(A，B) R一(B ， R， ， R)， ， R一(B ， R) 。 

也就是说，一个概念可以由它的属性外延的可定义性来 

确定 。 

定理 5 对(G，M，{×，0，?}，D上的一个可定义概念(A， 

B)，且 I*R与 J 不重叠(至少有一个 I．Rm≠J～m，mE B)。 

如果(A，B) R一(A，B)～，则(A，B) R一定是背景上的一 

个完备的形式概念。 

证明：(A，B) R一(A，B) 即B f*R—B f。 ， ，*R一 

盛l
。R 。存在 3 R 3 B{xEGIR (z nIm≠ 1 

一 N{xEGlR (z) Im} 对 m∈B均有R (z) Im。 
，，l∈ 

· 】68 · 

由 的取值知，R(z)是一个完备上的等价关系。其一定在 

COMP(K)中。结论正确。 

定义 4 给定义概念(A，B)及其背景(G，M，{×，O，?}， 

D。s表示概念近似的精度。 

s一号c揣 +糕 )'l懒示 一 ‘ ][『啊十 啊 f．1表，下 
集合的势。 

定理 6 对一个背景(G，M，{×，O，?}，D上的可定义概 

念(A，B)，下列结果成立： 

a)O≤S≤1。 

b)(A，B) R一(A，B) S一1。 

证明：a)根据前面的证明应有(A，B) R≤(A，B)～。故 

B l R2 B l R， R R 

lB ，* NB ， l—IB ， l≤ lB ， UB ， l—IB ，* l， 

f ，* n ， l— l ，- l≤ l ，～ UY'I l—l ， l 

一号c +爵 。 
b)(A，B) R一(A，B) B ，*R—B ， R， ，*R一 ， R 

fB ，*R NB ， R l=lB ，*R UB ， R l， 

f ，*R n ， R l=l ，～ UY'I R l S一1．口 

定理 7 若(A，B)为背景(G，M，{×，0，?}，D上的可定 

义概念，则 B ， R B ，*R， ， R一 ，*R，S可简化为 S— 

lB ， f 
。 

证明：因为(A，B)为背景 (G，M，{×，0，?}，J)上的可定 

义概念 ，有(A，B) 一(B ，*R， ，*R)，(A，B) R一(B ， R， 

rR)，BII,R— n r ，B ， 一 n J R 。由定义知 ，对于 
，，It 一 小t 

每一个mEB均有I．Rm~_I垤 ，则必有B ， 一驰J* 
n J～m~BP1．R。 

另外，考虑背景的上下近似的分类， 

z， ∈G．

一

Ex

一

],．R={

一

yEGtXI．R=

一

yI．R}'
。 mEB,I．Rm 

J垤m 可以推出，对象在 B ， 中的分类均为 B ，* 中的子 

类。也就是说，J R比J 分类更细。故 

B l。R —
g 

l R—
gC- 。R

gl“ 一g I娟 

I B ， I 
直接由定义 4可得到 s一 l(1+ 。由于相似度 

l B ， 1 
只受外延的影响，因此可直接计算 s一 。 

推论：J伸上概念的个数≤J 上概念的个数。 

定理 8 对(G，M，{×，0，?}，D上的一个可定义概念(A， 

B)，以下结论正确：(A，B) R≤(A，B)～，即 B ， B ，* 

and B’l R B’1
．  

。 

证明：由定理 7易知结论成立。 

定理 8保证了定义3的合理性。 

定理 9 背景的 R_下近似是一个完备，即 R_下近似可以 

从背景中将所有“?”取“×”得到。 

证明：因为 J Rm一{z∈GlR_1(z) Im}。对于每一个 

Im，若 I(x， )一×，则 I(y， )一×或 I(y， )一?，R (z) 

Im成立 ；若 I(x，rn)一?，R叫(z) Im成立，则 I(y， )一?； 

若 I(x， )一o，则z J Rm。所以，由Im取值知，J 即由原 
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背景中所有“?”取“×”得到。 

以下是一个计算近似概念的算法。 

算法 

1．输入背景(G，M，{×，o，?)，D 

2．计算 R(z)，R (z) 

3．计算 I'Rm— UR(z)， 
∈ 

I．Rm= {z∈GlR (z) Im) 

4．输出 (A，B) 

5·BlI*R I m，gl娟 
gE 。

gI
B gE R m∈ r 

B'I．R Rm ，
l

I．R 

g 

gI 

6．If(A，B) R≤(A，B)。 

B) (B'I-R。 

8．end 

值得注意的是 ，以上提到的R(z)是 自反的。如果 R(z) 

是容错相似关系，结论也是正确的。事实上，R(z)一{yEGl 

I(x，m)一I(y，m)or I(x，m)=?or I(y，m)一?)，R ( )=R 

(z)。 

I．Rm={zlR(z) Jm)，I'Rm={z∈l R(z)nIra=l= )。 

如果 R(z)是一个等价关系，R(z)一{Y∈Gl I(x，m)：I(y， 

m))。在这种情况下，背景是一个多值背景，可以如文[1，9] 

那样处理。 

4．2 J(g，m)．=×．1m是确定拥有属性m 的所有对象的 

集 

此时，所有的问号“?”都被看作是“o”，背景是二元的，概 

念的表示可以用 Kent方法[5]。 

5 一个例子 

为说明本文介绍的方法，用表 1，2给出的不完备背景演 

示了一个实例。这个背景是对房屋情况的一个简单描述。这 

里用“L”，“B’’和“F”表示“Location”，“Basement”和 “Fire— 

place”，“Good”，“Bad”和 “Yes”，“No”对应“×”和 “o”。接 

下来我们将进行这个房屋背景的粗概念分析。 

袁 1 

表 2 

R(1)一{1)，R (1)={1，3，5)，R(2)={2，4)，R (2) 

一 {2)，R(3)一{1，3)，R (3)一{3)，R(4)一 {4)，R (4)一 

{2，4)，R(5)一{1，5)，R (5)一{5)。 

一 {1，3，5)，IB一{2，4，5)， 一{1，3，5)。 

表 3、4表示了R关系的上下似背景。背景的3个完备 

COMP。，COMP2和 COMPs在表 4中。注意到属性值有 4 

个是标有问号的，因此背景存在16个完备。 

表 3 

上近似背景 的形式概 念是 (15，LBF)，(1245，B)和 

(135，LF)。下近似背景中的是(135，LF)，(245，B)和(5， 

LBF)。 

表 4 COPM1，COPM2和COPM3 

L B F I L B F I L B F 

COMP。中概念 的上下近似是 (13，L) =(135，LF)， 

(13，L)．一 (135，LF)，S=1；(1，LF)。=(135，LF)，(1， 

LF)．=(135，LF)，S=1；(4，B)。一(1245，B)，(4，B)．= 

(245，B)，S一7／8；(15，F) 一(135，LF)，(15，F)．一(135， 

LF)，S一1。C()MPz概念的上下近似是 (13，L) =(135， 

LF)，(13，L)．=(135，LF)，S=1；(245，B) 一(1245，B)， 

(245，B) 一(245，B)，S=7／8；(15，F) 一(135，LF)，(15， 

F)．=(135，LF)，S= 1；(5，BF) 一 (15，LBF)，(5， 

BF)．=(5，LBF)．S=3／4。 

很明显，(135，LF)是 CO PM3的一个形式概念。 

结论 本文提出了一个新的不完备知识下的概念近似方 

法。这个方法是基于泛化粗糙集理论的。这种方法可以将对 

可能的众多情况的考虑，简化为对两个确定的形式背景的研 

究。这对大背景下、多未知或缺失值的形式概念分析研究十 

分有益。 
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图5 BFCTAR算法和 Apri0ri+算法UO代价比较 

图6 t3FL~AR算法和Apri0d+算法生成的候选项集数比较 

Bf I 算法与 Ap d+算法的比较结果如图4，5，6所 

示。可看出，基于模糊日历约束的 BFCTAR算法的执行效率 

优于Ap 打+算法，特别是在支持度阈值较小时，其I／O代价 

也明显小于Ap d+算法；其产生的候选项集数接近于频繁项 

集数，明显小于Ap d+算法所产生的候选项集数。其原因主 

要在于BFCTAR算法在生成候选项集的过程中采用累进的方 

法，每扫描一个分区即记录候选项集的相应的信息，减少了扫 

描数据库的次数，并且在处理过程中不断删除不满足条件的项 

集，所以生成的候选项集数也很接近于频繁项集。 

小结 本文在模糊集理论和模糊日历代数的基础上，提 

出了一种基于模糊日历约束的时序关联规则挖掘算法，理论 

分析和实验结果表明该算法是有效的。虽然是基于 日历约束 

的模糊规则挖掘算法，但对于其它属性的模糊约束也具有普 

遍意义。 
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