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基于有限混合多变量 t分布的鲁棒聚类算法 ) 

余成文 郭 雷 

(西北工业大学自动化学院 西安 710072) 

摘 要 在用混合模型聚类时，聚类数据中存在局外点是非常困难的问题。为了提高混合拟合的鲁棒性，本文用混合 

t模型替代混合高斯模型，来拟合含有背景噪音的多变量多高斯分布数据；提出了两个求解混合 t模型的修改版期望 

最大化(EM)算法，并将它们与模型选择准则集成在一起，应用一个组合规则成分灭绝策略选择聚类成分数，得到两个 

对应的鲁棒聚类算法。对含有背景噪音的多个高斯成分进行不同聚类算法的大量实验表明，本文的鲁棒聚类算法能 

自动选择最佳的聚类成分数，相对于混合高斯模型的聚类方法，鲁棒性增强很多；相对于传统求解混合t模型(EM／ 

ECM)的聚类方法，能有效避免其严重依赖初始值和易收敛至参数空间边界的缺点，具有较强的鲁棒性和较快的收敛 

速度。 

关键词 局外点，鲁棒聚类，混合t模型，期望最大化算法，模型选择准则 
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Abstract Providing protection against outlier in clustering data is a difficult problem for mixtures models fitting ．In 

this paper．we consider the fitting  of mixtures t distributions alternative to mixtures normal distributions for multi-com- 

ponent gauss data with background noise，tO improve the robustness of fitting．We propose two modified versions of 

EM algorithm and integrate them with a model selection criterion respectively，then we get twO robust clustering algo— 

rithms which can avoid the drawbacks of traditional algorithms(EM／ECM)for SOlving mixtures t models-highly de— 

pendent on initialization and may converge tO the boundary of the parameter space，and can also select the number of 

clusters component automatically by a combined component annihilation strategy．Experiment results show the contrast 

am ong  different algorkhms and demonstrate the effectiveness of our algorithms． 
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1 引言 

有限混合模型作为一种数据的统计建模工具，已经在模 

式识别、计算机视觉和机器学习等领域获得了广泛的应用L】]。 

在聚类研究中引入有限混合模型，可以将单变量或多变量的 

数据用概率建模的方法来表达，这有利于用公式化的方式来 

处理聚类问题，如聚类成分数的选择，模型有效性的评估。混 

合高斯模型由于计算上的便利，在聚类方法研究中应用较多， 

但高斯分布由于尾巴较短，容易受噪音干扰；而混合t模型由 

于其t分布具有较长的尾巴，并由于其与鲁棒 M估计器的联 

系，对非典型成员进行降低权值处理，因此，相对于混合高斯 

模型，可以获得较强的鲁棒性。 

多变量t分布的参数最大似然(IVY)估计一般用 EM算 

法来求解。EM算法迭代地寻找(通过E步)和最大化(通过 

M步)Q函数来逼近参数的概率模型，L函数一对数似然函数。 

对于单个t分布，Meng 和Rubin[ 用一系列受限制的最大化 

CM步来替代M步，解决 M步比较难求的问题，得到期望条 

件最大化算法(ECM)。Liu和 Rubinl_2 为了加快 ECM算法 

收敛速度，对其进行两处修改，得到一个多周期版本的ECM 

算法和双期望条件最大化(E(、~陀)算法，后来 Liu[3 又在此基 

础上提出了收敛速度更快的新版本 E(、~陀算法。Peel D和 

McLachlan G J[4 提出混合t模型，用标准 EM求解t混合模 

型参数的ML估计，并给出了一个 ECM算法的应用。Celeux 

等[5 为了提高有限混合估计中EM算法的速度，提出了串行 

升级参数的混合模型成分方式 EM算法(CE )。然而，传 

统 EM及其扩展的算法有几个缺点：高度依赖初始化，容易收 

敛至参数空间的边界，为了解决这个问题，Figueiredo和Jian 

A K[6]提出一个最小信息长度(MML)收敛准则，通过使用了 
一 个集成估计和模型选择准则的策略，成功应用于混合高斯 

模型。 

结合多周期版本 ECM和 CE 算法的思想，本文提出 

了两个求解混合 t模型的修改版EM算法，将这两个算法与 

MML准则相结合，并应用一个组合规则成分消灭策略，得到 

两个鲁棒聚类算法。通过实验表明，本文的鲁棒聚类算法能 

自动选择成分数、能有效避免传统 EM算法的缺点并具有较 

强的鲁棒性，实验给出了多种算法的性能对比。 

2 学习有限混合 t模型 

2．1 有限混合多变量 t分布 

设 Yl⋯ 为P维随机变量y的n个样本值，用基于混合t 

*)基金项目；国家自然科学基金项目(60175001)资助。余成文 博士生，主要从事计算机视觉与模式识别研究；郭 雷 教授 ，博导，主要研究 

方向：神经计算，模式识别等。 
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模型的方法来建模这些数据，y的概率密度函数可以表示为： 

f(YI =互m，( I ，∑ ， ) (1) 

式中'丌1，⋯， 为混合比例，每个值均非负并且所有值的和 

为 1，，( I ，∑ ，Vi)表示P维变量t分布的概率密度函数， 

为位置参数，∑ 为正定内积矩阵， 为自由度参数。 为完 

整参数集，kit=( “， ，"ol，⋯，"on， ，⋯， )， 由 f和∑ 

组成。 

2．2 最大似然估计与FAVl算法 

混合密度估计问题是一个典型的丢失数据问题，用 EM 

算法比较有效。在 EM算法的框架中，具有混合概率密度的 

随机变量由于单个观测样本具体属于哪个成分未知，经常被 

视为不完整数据。对于具有t混合概率密度的随机变量y， 

完整数据为X一{Y，Z，U}，其中Z=(z ”，Zn)为二进制数 

据，与样本数据相关，用来指示哪个成分产生该样本，如 z。， 

=(z{”，⋯，z{ )，zi。一1，z 一O( ≠ )，表示第一个样本由第 

i个成分产生；U=(“ ”，‰)为针对t分布特点的附加的丢 

失数据[4]。 

EM算法迭代地应用两步产生一系列的估计{ ，k=0， 

1，2，⋯}，直到按某个准则收敛。 

E步：给定y和当前的估计 ，计算完整对数似然 log 

( (XI )的条件期望。由log(p(XI )与丢失的数据Z和 

U具有线性关系，可以只求解条件期望 T=E(ZIY， )，w= 

E(UIy，Z， 然后将其代入 log(pIXI ))，得到Q函数Q 

( ”)。第 个成分使用当前的拟合 ，升级先验 ” 

确定在YJ属于混合模型中第i个成分后的后验 

r( 一 竺 ! ： f 、 

∑ f(Ys； ) 

升级当前拟合 的鲁棒调节参数 

一  (3) 

M步：根据 抖”一arg ma)Q( ”)升级参数 

抖 一∑ ／n ( 一1，⋯，忌) (4) 

抖”一蒌 “ Y ／互毋 “ (5) 

∑ ”一 (6) 

在升级 时没有闭式解， 抖”通过如下非线性方程来求解 

{一 O．5 )+log(0．5 )+1+(1／∑ l毋 ) 

∑ l (1og 一 ))．卜 (o．5( ”+户)) (7) 

-- log(0．5( ”+户))}一O 

式中， )一(ar( )／ax)／F(x)。 

本文在用信赖域方法(Trust Region)求解(7)式时，有时 

会出现溢出现象( <0，出现极少)，当出现这种情况， ” 

不进行升级， 抖”一 。 

3 鲁棒聚类算法 

3．1 提出的新版本FAVl算法 

算法 1 成分方式多周期 ECM(CMECM) 

Guass-Seidel策略是一个将优化问题分解为一系列同等 

方式的最大化问题的流程[8]，Celeux等[5 将流行的最接近方 

法I9 和Guass-Seidel策略融合在一起，得到混合模型成分方 

式EM算法(CE )，CE 算法以串行方式替代并行方式搜 

索参数空间，来防止陷入局部最小困境。CEM 每次只升级 

一 个成分，其它参数保持不变，升级成分的顺序可以是随机 

的，指定的或者自适应变化的。 

ECM算法[7]是用来解决含未知自由度 口单成分t分布 

的ML估计中求解 M步困难问题，被Peel D和McLachlan G 

J[4]应用在混合t分布中。ECM算法将参数空间划分为几个 

部分，并用相同数量的 CM步替代 M 步。多周期版本的 

ECM算法[2]在每两个 CM步间有个附加的 E步，收敛比 

ECM快。 

结合CEM2算法和多周期版本的ECM算法的思想，得 

到一个拟合混合t分布的新版本EM，CMECM。将 划分为 

( ， )，其 中， 一(丌 ”， ， ，⋯， )， 一( ，⋯， 

)。为了简化表示，成分相继升级， 一1，⋯，m，在m次迭代 

后重复进行，因此，在第k次迭代的成分为i一忌-L k／m J m 

+1，其中L·J表示取整。CMECM算法的第 k次迭代如下： 

E步：对 一1，⋯， ，用(2)式计算 毋 ，用(3)式计算 

CM步 1： 固定在 ，通过最大化 Q(奶 )计算 
抖 ”

。 即， 固定在口 ，分别用(4)，(5)，(6)式升级 州 ， 
计 ”

，∑ 州 ；当 ， 什”一 ， 州 一 。 

附加E步：用( 抖”， )替代( ， )，对 一1， 
⋯

， ，用(3)式计算 。 

CM步2： 固定在 抖”，通过最大化 Q( ”)计算 

蛾抖”。即，用(7)式升级 抖”。 

算法2 扩展形式 CMECM算法(ECM2) 

注意到求解非线性方程(7)比较费时，并且CMECM算 

法中的附加E步是个不完全的E步，仅用到 的信息。因 

此，可将CE 算法仅用于升级 奶 ，在 m次迭代后得到r 

的最新信息，然后与 一起升级 } ( 一1，⋯，m)。这样，得 

到CMECM算法的扩展，EC 。 

3．2 最小信息长度(MML)收敛准则 

Figueiredo等[6]派生出一个模型参数选择准则一M  ̂

准则，并应用于混合高斯模型。本文将 MML修改使其适应 

混合 P变量t分布，得到 一arg min{ ( ，y)}，其中， 

( ，y)一(N／2)∑7--llog(m)一log p(YI 

+[m(N+1)／2][1+l0g( ／12)] (8) 

式中，N一1+户+P(P+1)／2表示具体到每个成分的参数个 

数。通过EM算法最小化(8)式的M步有如下形式， 

= ㈣  

当 抖”>0，其它参数按原来的 EM升级。这样 MML和 

EM集成在一起：对于固定的成分数(当 抖”=0，第 个成 

分被消灭)，聚类数据的模型拟合过程由EM表示，对聚类数 

据最好的模型表示由MML来选择。 

3．3 成分数目的估计 

混合模型中成分数的估计是混合拟合成功的关键也是难 

点。常用确定成分数的方法有确定性方法和随机重采样方 

法。随机重采样方法由于计算量大，比较费时。本文用线性 

确定退火方法来确定成分数，思想是，设定一个包含真实成分 

数 的有限范围 ～ 一，从最大值 一开始向 方向搜 

索，期间用 EM算法来计算各成分的参数，最后用 MML准则 

选择聚类数据最佳的成分数。值得注意到是，由于(9)式也带 

有消灭成分的性质，实质上消灭成分是由确定性规则和(9)式 

中收敛规则共同完成的，因此可以引入一个新的概念一组合 

规则成分灭绝。组合规则成分灭绝由强规则成分灭绝和强制 

性成分灭绝组成，强规则成分灭绝来源于MML准则，由(9) 
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式中N／2决定，强制性成分灭绝来源于DA，由MMI 收敛准 

则中的收敛域值y决定。 

3．4 鲁棒聚类算法IRCAs) 

根据 3．1，3．2，3．3节的描述，得到对应于两个新版本 

EM算法(CMECM和EClVf)的两个鲁棒聚类算法。在该两 

个鲁棒聚类算法中，新版本EM算法中的 抖”的升级用(9) 

式替代，在新版本EM算法收敛前(对 ( ，y)，收敛表示为f 

’一 ’I< 叫’)，成分灭绝由强规则成分灭绝控制， 

消灭混合比例 抖”----0的成分；在新版本 EM算法收敛后， 

成分灭绝由强制性成分灭绝控制，强制消灭具有最小混合比 

例 抖”的成分，然后返回新版本 EM算法，该流程重复进 

行，直到成分数目为 。对应具有最小 ( ，y)的成分数目 

和模型参数被选择作为聚类数据的最佳表示。 

4 实验 

4．1 实验数据 

实验数据由随机混合高斯分布和背景噪音两部分组成， 

随机混合高斯分布由3个均值和协方差已知的随机数据点按 

6 

4 

2 

O 

-2 

-4 

．6 

一 定比例混合而成，背景噪音由均匀分布获得。 

高斯混合分布参数为：混合比例，册一砣=珊=1／3；均 

值， ：[O，O] ， 2一Eo，4] ， 一Eo，一4] ；方差，∑1一∑2 
= ∑s：[3，0．2 30．2，0．4]。背景噪音服从均匀分布，每个变 

量均在(一8，8)范围取值。高斯分布和背景噪音共 1000个 

点，噪音比例为O～2O 。 

4．2 实验结果与分析 

验证鲁棒聚类算法的主要指标是：对噪音的鲁棒性和收 

敛速度。因此，本文比较多种算法：基于混合高斯模型 

(CEM2)的聚类算法(CA)；基于混合t模型(标准EM)的鲁棒 

聚类算法 1(RCA1)；基于混合 t模型(CEM2)的鲁棒聚类算 

法 2(RCA2)；基于混合 t模型(提议的CM鼢 压)的鲁棒聚类 

算法 3(RCA3)；基于混合t模型(提议的EC )的鲁棒聚类 

算法 4(RCA4)。RCA1使用贝叶斯推理准则(BIC)选择聚类 

成分数，其它算法用组合规则成分灭绝策略选择成分数。 

对含噪音比例为5 的样本数据，如图1(a)，RCA3算法 

运行如下， 

： ． 。’
． { 4} ．· ． ．{ 

． 

‘

． ．

·

一 j 
： 

：
‘ I 

． 5 0 5 10 

(c)12个成分 

图1 基于混合 t模型的鲁棒聚类 

初始随机选择的成分(f一一25)如图1(b)所示，RCA3使 

用组合规则成分灭绝策略直到最小成分数( =1)，如图 1 

(e)。信息长度的变化如图I(D所示，图中垂直实线表示强规 
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(a)误聚类率与噪音比例 

则成分灭绝，垂直虚线表示强制性成分灭绝。图1(f)给出了 

当成分数为 3时(对应图 1(d))得到的最小信息长度。对上 

述算法进行大量试验，得到如图2的统计结果。 

星 
翟 

磊 

：霄 

图2 算法性能对比 

(b)早均收敛时问与噪音比例 
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图2(a)的结果表明，对含有背景噪音(一定范围)的混合 

高斯数据，用混合 t模型替代混合高斯模型，鲁棒性明显增 

强；在基于混合t模型的鲁棒聚类算法中，用组合规则成分灭 

绝策略选择成分数的聚类算法比用 BIC准则选择成分数的 

聚类算法鲁棒。值得注意的是，用组合规则成分灭绝策略选 

择成分数的聚类算法在噪音为 0时，误聚类率接近 0。图 2 

(b)的结果表明，使用本文提议的CMECM和 ECM2的鲁棒 

聚类算法(RCA3和 RCA4)比使用 CEM2的鲁棒聚类算法 

RCA2收敛快，RCA3与 RCAI收敛速度相当，RCA4与 

RCA1收敛速度快。 

结论 结合多周期版本 ECM算法和 CE 算法的思 

想，本文提出了两个求解混合t模型的修改版EM算法，通过 

集成 MML收敛准则，使用组合规则成分灭绝策略，得到两个 

鲁棒聚类算法。实验表明，本文的鲁棒聚类算法结合了混合 

多变量 t分布，多周期版本 ECM，CEM2算法，MML准则和 

DA的优势，与混合高斯模型相比，对局外点的鲁棒效果强很 

多，与传统混合t模型求解方法 EM／ECM相比，对局外点要 

鲁棒并且收敛速度更快。 
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每次循环的时间复杂度为0(z )，所以，搜索一次的总时间复 

杂度为0(／s)。通常 >1，并且搜索t次SVr才可能恒定，精 

确搜索才能终止，时19复杂度将为O(t／mX z。)。由于 《z， 
，，‘ 

因此在0(／s)时间范围内一般能解。总的空间复杂度为2×z 

×(nX1)+3×愚×( +1)+3(k+1)×(愚+1)+愚×愚+(愚+ 

1)×2。愚为训练子集样本数，( +1)为样本维数。 

不精确搜索的最好情形是只执行一次搜索就满足不精确 

搜索的终止条件，总时间复杂度为0(z )。不精确搜索的最 

坏情形等同于精确搜索的最坏情形。通常情况下，不精确搜 

索仅需要搜索几次就能满足终止条件，总时间复杂度通常为 

0(z )。总的空间复杂度为2×z×( +1)+3×愚×( +1)+2 

×(愚+1)×(愚+1)+愚×愚+(愚+1)×2。 

2．3．3 与LS-SVM线性方程组解法和直接的分解算法 

的比较 

从(7)、(8)式得知，L svM线性方程组解法的线性方程 

组系数矩阵为实对称矩阵。求该线性方程组系数矩阵的时间 

复杂度为0(z )；解此线性方程组的时间复杂度为 O((z+ 

1)。)；总的空间复杂度为2×z×( +1)+2×(z+1)×(z+1) 

+(z+1)X2。使用从近似平面出发逐步搜索支持向量，构建 

I s、 vI，核矩阵的规模从lX z变为了愚×愚。由于愚《z，最大 

耗时步骤由解线性方程组转变为构造新的训练样本子集。最 

坏情形下，两种搜索的时间复杂度为 0(is)<0((z+1)。)；通 

常情况下，精确搜索在0(z。)能解，不精确搜索的时间复杂度 

为0(z )；总的空间复杂度也下降为2×z×( +1)+3×愚× 

( +1)+2×(惫+1)×(是+1)+愚×愚+(愚+1)×2。 

直接的分解算法是将z个训练样本随机分为只包含愚个 

训练样本的样本组，逐组求 SVM，然后将每组的SV组合在 
一 起，训练最终的SVM。如果求每组的SVM仍然采用 LS- 

SVM线性方程组解法，其总时间复杂度为0((t／k+1)·(愚 

+1)。)，总的空间复杂度仍然为2×z×( +1)+3×愚×( + 

1)+2×(愚+1)×(愚+1)+愚×愚+(愚+1)×2。使用从近似平 

面出发逐步搜索支持向量构建 Ls-SVM算法的时间复杂度 

大于分解算法的时间复杂度，空间复杂度与分解算法的空间 

复杂度相一致。但是，该算法进行精确搜索建立的LS-SVM， 

能保证收敛到z个训练样本直接解线性方程组建立的 I S- 

SVM，而分解算法不能。 

结论 训练样本集的 SVM存在近似超平面。根据 SV 

分布于SVM超平面附近，也必然分布于其近似超平面附近 

的特点，可以通过向量距近似超平面的距离设计 SV的逐步 

搜索算法。 

从近似超平面到 SVR算法实例一 ～从多元回归平面构 

建LS-SVM的算法得证，从近似超平面出发逐步搜索 SV，建 

立SVR的算法能够降低计算时间复杂度，并且显著降低计算 

的空间复杂度。 

从近似超平面到S、 算法进行精确搜索时，其结果可以 

收敛到z个训练样本直接建立的SⅥ 。 

基于上述结果，根据出发搜索 SV近似超平面和搜索过 

程中解 SVM 算法的不同，能够设计一类从近似超平面到 

sⅥ 算法，用于解决回归问题，求取 sⅥ 。 
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