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摘　要　循环程序的终止性是确保循环程序完全正确的必要条件.如果给定的线性赋值循环程序不存在传统定义的

线性秩函数,那么基于传统定义的秩函数终止性证明方法将失效.基于Anx 的精确计算,对传统的秩函数概念进行了

扩展,提出了k阶秩函数的概念.使用 RegularChains软件包给出了合成k阶秩函数的具体方法.实验结果表明,相

比于传统定义的线性秩函数,k阶秩函数的适应范围更广.对于不能用传统定义的秩函数证明其终止性的部分循环

程序,可以基于k阶秩函数来证明,从而体现了所提方法的优越性.
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Abstract　Theterminationofloopprogramsplaysanimportantroleinprogramanalysis．ThispaperfocusedontheterＧ

minationoflinearassignmentloopprogramswhichhavenotraditionallinearrankingfunctions．Basedontheprecise

computationofAnx,thispaperexpandedtheconceptoftraditionallydefinedrakingfunctions,gaveadefinitionofkＧ

rankingfunctionsandprovedtheexistenceofkＧrankingfunctions．AllthecomputationsonthesynthesisofkＧranking
functionsweredonebyRegularchains,asymboliccomputationtoolinMaple．Experimentalresultsshowthatsomelinear

loopprogramswhichhavenotraditionallinearrankingfunctionsindeedcanbeproventobeterminatingbytheproposed

method．

Keywords　Linearloopprograms,Terminationanalysis,kＧrankingfunctions,RegularChains

　

１　引言

循环程序的终止性分析是程序验证的重要组成部分,确

保循环程序的终止是循环程序完全正确验证的必要条件.目

前,合成秩函数的方法是用于证明程序终止性的主流方法.

秩函数是一个关于循环变量的函数,其值域是一个良基集,它

的函数值随着循环体的执行持续减小,其形式可以是线性函

数也可以是非线性函数.Colón等[１]首先将线性秩函数引入

到循环程序的终止性证明中,之后他们基于凸多面体的理论

给出了一种合成线性秩函数的方法[２].Podelski等[３]于２００４
年针对线性约束的单路径循环程序,给出了一种完备的方法

来构造线性秩函数.Chen等[４]于２００７年提出了通过半代数

系统求解来合成非线性秩函数的方法,首先设定非线性的秩

函数模板,然后利用工具 DISCOVERER和 QEPCAD来求解

模板中的参数.Heizmann等[５]于２０１３年针对线性 Lasso程

序提出了通过合成线性不变式和线性秩函数来证明程序终止

的方法.Bagnara等[６]于２０１３年提出了最终的线性秩函数

(EventualRankingFunctions)的概念,通过一个单调增函数

对单分支线性约束循环程序的状态空间进行划分后,再利用

Farkas定理合成最终的秩函数.Li等[７]于２０１６年推广了

Bagnara等的工作,提出了 L 重的最终线性秩函数的概念.

Leike等[８]于２０１４年提出设定线性秩函数模板,然后利用

Motzkin转换定理对原有系统化简,以便计算模板中的参数.

BenＧAmram等[９]于２０１３年研究了整数线性约束循环的秩函

数是否存在的问题,分析了当变量x取值为整数集合时线性

秩函数的复杂度问题,并给出了一种完备算法来求解线性秩

函数,同时他们还实现了一个自动合成线性秩函数和字典序

秩函数的在线工具loopkiller.

理论上,程序的终止性问题早已被证明是不可判定性的,

即不存在 一 种 通 用 的 方 法 来 证 明 任 给 程 序 的 终 止 性[１０].



但经研究发现,具有某些特征的循环程序的终止性是可以判

定的.例如,Tiwari[１０]证明了一类线性循环程序在实域上的

终止性是可判定的;Braverman[１１]研究了确定性赋值的线性

循环程序,得出了当赋值语句是齐次赋值时,该类循环程序的

终止性在整数域上是可判定的,而在一般情况下,其终止性在

有理数域上是可判定的;Xia等[１２]研究了具有多项式约束和

线性赋值语句的循环程序的终止性,给出了Anx的计算方法,

并将其代入到循环程序约束条件中,从而判断循环程序的终

止性;Li[１３]研究了一类单分友多项式循环程序的终止性,该
类循环程序的循环条件所围成的区域是有一个有界闭连通

域,他们进一步研究了一类循环条件所围成的区域是有界闭

连通域,他们进一步利用凸集与点的分离定理将秩函数的合

成转化为计算状态空间上的不动点.

秩函数因为适用性强而被广泛研究.但是,传统定义的

秩函数要求循环的每次迭代都使得函数值减小,这种较强的

约束往往使得模板参数无解,这严重限制了合成秩函数在证

明循环程序终止方面的应用.因此,本文将传统秩函数的概

念进行了推广,提出了k阶秩函数的概念,并通过合成k阶秩

函数来证明循环程序的终止性.实验表明,对于某些没有传

统线性秩函数的线性赋值循环程序,本文方法可以找到其k
阶线性秩函数.本文方法依赖于Anx 的精确计算,即首先求

得Anx的精确计算表达式,然后利用循环程序状态空间与k
阶秩函数的参数空间之间的关系,借助 RegularChains[１４]等

计算工具来合成循环程序的k阶秩函数,并以此来证明循环

程序的可终止性.

本文关注具有如下特征的线性赋值循环程序:

P:while(∨i(∧jPij(x)▷０))
{x∶＝Ax}

其中,x＝(x１,x２,􀆺,xN )T∈RRN ,∨i(∧jPij(x)▷０)表示循

环条件,Pij(x)表示关于x的多项式向量,▷∈{≥,＞}.A
是赋值矩阵.设ξ１,􀆺,ξk为A 的k 个互不相同的非零特征

值,根据复数的三角表达式有ξk＝r~k􀅰eα~k􀅰２πi,i＝ －１.

本文仅讨论α~１,􀆺,α~k均为有理数且r~k≥１的情形.令Ω＝
{x|∨i(∧jPij(x)▷０)}是满足循环条件的程序变量的状态空

间.循环程序 P 是不可终止的,如果存在x∈Ω,使得对于

∀n≥０,都有Anx∈Ω,则称x为循环程序P 的不可终止点;如
果不存在x∈Ω,则称程序P 是可终止的.

２　k阶秩函数

定义１(单分支线性赋值循环程序的传统秩函数)　给定

上文定义的程序P,如果函数ρ(x)满足以下公式:

∀x,x′(x∈Ω⇒ρ(x)≥０∧ρ(x)－ρ(Ax)≥１) (１)

那么称ρ(x)是线性赋值循环程序P 的秩函数.

众所周知,如果线性赋值循环程序P 存在上文定义的秩

函数ρ(x),那么循环程序P 是终止的.但是,并非每一个终

止的循环程序都有线性秩函数.

例１　给定单分支线性循环程序P１

P１:while(x≥１∧－x＋y≥０)do{x∶＝Ax}

其中,A＝
３ ０

０ ２[ ] .

设P１ 具有形如ρ(x)＝ax＋by＋c的线性秩函数,那么根

据式(１),有:

∃a,b,c,∀x,y:{x≥１∧－x＋y≥０}

⇒
ax＋by＋c≥０

ax＋by＋c≥a􀅰３x＋b􀅰２y＋c＋１{
本文利用符号计算软件 MAPLE中的 RegularChains软

件包进行量词消去,结果返回false,即说明循环程序P１ 没有

线性秩函数.当然,可以进一步设定非线性多项式秩函数模

板,但非线性项的引入将增加计算的复杂度,容易导致现有工

具均无法计算出模板中的参数.接着,我们提出k阶秩函数

概念,并证明若给定循环程序具有k阶秩函数,那么该循环程

序一定是终止的.此外,针对例１中的循环程序P１,我们将

在例４中计算得到它的一个k阶线性秩函数.

定义２(单分支线性赋值循环程序的k阶秩函数)　给定

上文定义的程序P,如果函数ρ(x)满足以下公式:

∀x,∃kx∈Ζ＋ (x∈Ω⇒ρ(x)≥０∧ρ(x)－ρ(Akxx)≥１)

(２)

那么称ρ(x)是线性赋值循环程序 P 的 k阶秩函数.其中,

Ζ＋ 是正整数集合.

定理１(单分支线性赋值循环程序终止的充分条件)　给

定上文定义的循环程序P,如果P 存在一个k阶秩函数,那么

P 是终止的.

证明:假设线性赋值循环程序P 不可终止,即存在一个

无穷迭代序列L＝{x０,x１,x２,􀆺,xn,􀆺}＝{Aix０}＋∞
i＝０ ⊆Ω.由

题设可知,既然程序P 存在k阶秩函数,那么根据定义２中

的式(２),有∀xi∈L⊆Ω,且都存在kxi ∈Ζ＋ ,使得ρ(xi)－ρ
(xi＋kxi

)≥１,xi＋kxi
＝Akxi ＋i􀅰x０＝Akxixi.因此,既然x０∈L⊆

Ω,则必∃μ０∈Ζ＋ ,使得ρ(x０)－ρ(Aμ０ 􀅰x０)≥１,不妨记y０＝

x０,y１＝Aμ０x０＝xμ０
,则有ρ(y０)－ρ(y１)≥１.由L 的构造可

知,y１＝xμ０ ＝Aμ０ ,x０∈L⊆Ω.因此,既然y１＝xμ０ ＝Aμ０x０∈

Ω,又根据式(２),则必∃μ１∈Ζ＋ ,使得ρ(xμ０
)－ρ(Aμ１ 􀅰xμ０

)≥

１,不妨记y２＝Aμ１xμ０ ＝Aμ１Aμ０x０＝A(μ１＋μ０)x０＝xμ１＋μ０
,则有

ρ(y１)－ρ(y２)≥１.由L的构造可知,y２＝xμ１＋μ０ ∈{Aix０}＋∞
i＝０ ＝

L⊆Ω.以此类推,既然L是Ω 中的无穷迭代序列,则可用如

上方式 从 L 中 挑 选 出 一 个 无 穷 序 列:{yi}＋∞
i＝１ ⊆Ω,yi ＝

xμi－１＋􀆺＋μ１＋μ０ ＝Aμi－１＋􀆺＋μ１＋μ０x０∈L⊆Ω,且该序列{yi}＋∞
i＝１ ⊆Ω

满足性质ρ(yi)－ρ(yi＋１)≥１,即:

ρ(y１)－ρ(y２)≥１

ρ(y２)－ρ(y３)≥１

　⋮

ρ(yn)－ρ(yn＋１)≥１
将上式累加,得ρ(y１)－ρ(yn＋１)≥n,即ρ(y１)－n≥

ρ(yn＋１).因为lim
n→∞

(ρ(y１)－n)＝－∞,所以 ∃N∈Ζ＋ ,有:

ρ(yN＋１)≤ρ(y１)－N＜０.这显然与ρ(yi)≥０(i＝１,２,􀆺)相

矛盾(这是因为ρ(x)是程序P 的k阶秩函数,由定义２可知,

对∀x∈Ω,有ρ(x)≥０,同时,既然{yi}＋∞
i＝１ ⊆Ω,则ρ(yi)≥０).

定理２　如果一个线性赋值循环程序P 存在传统的秩函

数,那么该循环程序P 也一定存在k阶秩函数.

证明:对比式(１)和式(２)可知,在式(２)中若令kx ≡１,
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那么式(２)就变成了式(１).即传统的秩函数只是k阶秩函数

在kx≡１下的特殊情况.

３　k阶秩函数的合成算法

本节将给出k阶秩函数的合成算法,该算法依赖于Anx
的精确计算表达式.Anx的精确计算已经由 Xia等人于２０１０
年给出,但是他们给出的方法只适用于循环条件是不等式合

取式时的循环程序,而本文方法在某些循环条件是不等式析

取式的情况下也可适用.下面将首先简要介绍Anx的计算过

程,然后给出如何利用Anx的精确计算表达式来合成k阶秩

函数.

３．１　Anx的精确计算

在复数域CC中,当A是Jordan标准型时,Anx的每一个分

量都可以通过x１,x２,􀆺,xN ,n和A 的复特征值ξi 来表示.

当A是一般形式时,命题１给出了Anx 的每一个分量的精确

表达式.

命题１[１２](Anx的精确计算)　设A是一个d×d的方阵,

且它的每一个元素都是有理数.A的特征多项式D(x)＝xd＋

α１xd－１＋􀆺＋αd－uxd－u,其中u≥０,αd－u≠０.定义F(x,n)＝

An＋ux,Fj(x,n)表示F(x,n)的第j个分量,其中１≤j≤N,那

么对于任意的j,Fj(x,n)可以表示为如下形式[１２]:

Fj(x,n)＝∑
k

i＝１
fji(x,n)ξn

i (３)

其中,ξ１,􀆺,ξk是赋值矩阵A 的k 个互不相同的非零复特征

值,fji(x,n)是关于n的多项式,其次数小于对应的复特征值

ξi的代数重数.

根据命题１,按照如下步骤将An＋ux 的通项表达式写为

式(３)的形式.首先,计算A 的所有复特征值以及相应的重

数;其次,将F(x,n)的每一个分量Fj(x,n)写为式(３)的形

式,其中fji的系数待定;然后,计算F(x,１),􀆺,F(x,d),并将

系数与Fj(x,i)(１≤i≤d)中的系数进行对比,得到一组线性

方程;最后,求解这一组方程,即可得出Fj(x,n)和F(x,n)的

表达式.下面通过一个例子来阐述Anx的计算过程.

例２　给定单分支线性循环程序P２

P２:while(x１≥０∧x３＝１)do{x∶＝Ax}

其中,A＝
１ １ 　０

０ －１ －１

０ 　０ 　１

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
.

A的特征值是１,１,－１.令F(x,n)＝Anx＝[F１(x,n),

F２(x,n),F３(x,n)]T.因为ξ１＝１的代数重数是２,ξ２＝－１
的重数是１,所以设

F１(x,n)＝((a１１x１＋a１２x２＋a１３x３)＋(c１１x１＋c１２x２＋

c１３x３)􀅰n)ξn
１＋(b１１x１＋b１２x２＋b１３x３)ξn

２

F２(x,n)＝((a２１x１＋a２２x２＋a２３x３)＋(c２１x１＋c２２x２＋

c２３x３)􀅰n)ξn
１＋(b２１x１＋b２２x２＋b２３x３)ξn

２

F３(x,n)＝((a３１x１＋a３２x２＋a３３x３)＋(c３１x１＋c３２x２＋

c３３x３)􀅰n)ξn
１＋(b３１x１＋b３２x２＋b３３x３)ξn

２

其中,aij,bij,cij均为参数.令F(x,１),F(x,２),F(x,３)分别

等于Ax,A２x,Α３x,从而建立关于aij,bij,cij 的线性方程组.

通过求解这个线性方程组,可得:

F１(x,n)＝x１＋１
２x２＋１

４x３－１
２x３n＋(－１

２x２－１
４x３)

(－１)n

F２(x,n)＝－１
２x３＋(x２＋１

２x３)(－１)n

F３(x,n)＝x３

下面将利用Anx 的精确表达式来合成循环程序P 的 k
阶秩函数.

３．２　k阶秩函数的计算

对于给定的循环程序P,设定其k阶秩函数模板为ρ(x)＝
∑
α
cαxα∈RR[x],其中cα 是单项式xα 的系数,在模板中,cα 是

未知参数,α＝(a１,a２,􀆺,aN)T;xα＝xa１
１xa２

２ ,􀆺,xaN
N ,ρ(Anx)＝

ρ(F(x,n))＝∑
α
cαFα(x,n),令:

q(x,n)＝ρ(x)－ρ(Αnx)＝∑
α
cα(xα－Fα(x,n))

＝q０(x,n)＋q１(x,n)ηn
１＋􀆺＋qm(x,n)ηn

m

其中,qi(x,n)＝∑
di

j＝０
cij(x)􀅰nj,ηk是A 的某些特征值ξi 的乘

积.既然ρ(x)被设定为程序P 的k阶秩函数模板,则ρ(x)应
满足式(２),因此有:

∀x,∃n:(x∈Ω)⇒ ρ(x)≥０
n∈Ζ＋ ∧q(x,n)≥１{ (４)

式(４)成立等价于式(５)和式(６)同时成立:

∀x:(x∈Ω)⇒ρ(x)≥０ (５)

∀x,∃n:(x∈Ω)⇒n∈Ζ＋ ∧q(x,n)≥１ (６)

针对式(５),利用 RegularChains可以直接消去x,得到参

数cα 的约束条件.针对式(６),由于ηk是A 的某些特征值ξi

的乘积,因此根据复数的三角表达式,令ηk＝rkeαk􀅰２πi,其中

i＝ －１,rk 是ηk 的模.由于ηk是A 的某些特征值ξk＝r~k􀅰

e~αk􀅰２πi的乘积,而且此前已假设α~１,􀆺,α~k 均为有理数,因此

α１,􀆺,αk 也均为有理数;同时因为r~k≥１,所以rk≥１.令η０＝

r０＝１,则q(x,n)＝q０(x,n)rn
０ ＋􀆺＋qm(x,n)􀅰enαm 􀅰２πirn

m.其

中,qi(x,n)可以写为关于n的多项式,即qi(x,n)＝∑
di

j＝０
cij(x)􀅰

nj.由于αk 均为有理数,因此随着n→＋∞,enα１􀅰２πi,􀆺,enαm􀅰２πi

将呈现周期变化,即eα１􀅰２πi,􀆺,eαm 􀅰２πi具有公共周期T.例如,

e
１
２

􀅰２πi和 e
１
３

􀅰２πi有 公 共 周 期 T＝６,因 此 可 得 e(Tn＋t)αq􀅰２πi＝
etαq􀅰２πi.当１≤t≤T 时,有

{∀x,∃n:(x∈Ω)⇒n∈Ζ＋ ∧q(x,n)≥１}

⇔{∀x,∃n:(x∈Ω)⇒∨
t＝１

T
(n∈Ν∧q(x,Tn＋t)≥１)}

其中,Ζ＋ 表示正整数集合,N表示自然数集合.令Gt(x,n)＝
△

q
(x,Tn＋t),Ctkl(x)代表项nlrn

k 的系数.显然,Ctkl(x)可被看

作是关于x的多项式且关于x 的各项系数是关于cα 的多项

式,则Gt(x,n)可以被重新写为如下形式:

Gt(x,n)＝Ct００(x)rn
０＋Ct０１(x)nrn

０ ＋􀆺＋Ct０d０
(x)nd０rn

０ ＋
􀆺＋Ctm０(x)rn

m ＋Ctm１(x)nrn
m ＋􀆺＋Ctmdm (x)

ndmrn
m (７)

定义３　若当ri＜rj 或者ri＝rj 且l１＜l２ 时,有lim
n→α
　nl１rn

i

nl２rn
j
＝

０,则称nl２rn
j 的增长速度比nl１rn

i 的增长速度快,记作nl２

rn
j ≻nl１rn

i .
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将式(７)中的各项按照nlrn
k 的增长速度递减排列,如

式(８)所示:

Gt(x,n)＝Ctk１dk１
(x)ndk１ rn

k１ ＋ 􀆺 ＋ Ctk１１ (x)nrn
k１ ＋

Ctk１０(x)rn
k１ ＋􀆺＋Ctkmdkm

(x)ndkm rn
km ＋ 􀆺 ＋

Ctkm１(x)nrn
km ＋Ctkm０(x)rn

km
(８)

其中,rk１ ＞rk２ ＞􀆺＞rkm ＝r０＝１.
下面将分析:当x在某个取值范围取值时,必然存在某个

n,使得Gt(x,n)≥１.本文对Gt(x,n)中当前变化速度最快的

项的系数的符号进行分析.
当Ctk１dk１

(x)＞０时,由于ndk１rn
k１

在Gt(x,n)中的变化速度

最快,因此随着n的增大,Gt(x,n)的值将由项Ctk１dk１

(x)ndk１rn
k１

所主导.故,当n→＋∞时,若rk１ ≥１,则一定有Gt(x,n)≫１.
当(Ctk１dk１

(x)＝０)∧(Ctk１(dk１
－１)(x)＞０)时,Gt(x,n)中速度变化

最快的项是Ctk１(dk１
－１)(x)ndk１

－１rn
k１

.同样地,如果rk２ ≥１,那么当

n→＋∞时,一定有Gt(x,n)≫１.其余各项可类似分析,直到

(Ctk１dk１

(x)＝０)∧(Ctk１(dk１
－１)(x)＝０)∧􀆺∧(Ctkm１(x)＝０)∧

(Ctkm０(x)＞０)时,由于rkm ＝r０＝１,因此Gt(x,n)＝Ctkm０(x)rn
km ＝

Ctkm０(x),此时只有当Ctkm０(x)≥１时Gt(x,n)≥１才成立.根

据上述分析,可以得到命题２.
命题２　对于形如式(８)的表达式,当rki ≥１时,i＝１,

２,􀆺,m,我们可以建立∀x,∃n:(x∈Ω)⇒∨
t＝１

T
(n∈N∧Gt(x,

n)≥１)成立的充分条件:

{∀x:(x∈Ω)⇒∨
t＝１

T
((Ctk１dk１

(x)＞０)∨((Ctk１dk１

(x)＝０)∧

(Ctk１(dk１
－１)(x)＞０))∨􀆺∨((Ctk１dk１

(x)＝０)∧(Ctk１(dk１
－１)

(x)＝０)∧􀆺∧(Ctkm１(x)＝０)∧(Ctkm０(x)≥１)))} (９)
由命题２可知,当程序P 中的循环条件围成的区域Ω 被

式(９)的后件确定的x的取值范围包含时,有:∀x,∃n:(x∈

Ω)⇒∨
t＝１

T
(n∈N∧Gt(x,n)≥１)成立.

式(９)可以利用 RegularChains直接消去x,得到参数cα

的约束条件,该约束条件应当与式(５)得到的参数cα 的约束

同时满足,将这两个约束条件联立,可得参数cα 的最终约束

条件.
例３　考虑例２中的循环程序P２.设P２ 具有形如ρ(x)＝

ax１＋bx２＋cx３＋d的k阶线性秩函数,那么根据式(２),有:

∀x１,x２,x３,∃n:{x１≥０∧x３＝１}

⇒

ax１＋bx２＋cx３＋d≥０

n∈Ζ＋ ∧(ax１＋bx２＋cx３＋d≥
a􀅰F１(x,n)＋b􀅰F２(x,n)＋c􀅰F３(x,n)＋d＋１

{
(１０)

式(１０)成立等价于式(１１)和式(１２)同时成立:

∀x１,x２,x３:{x１≥０∧x３＝１}⇒ax１＋bx２＋cx３＋d≥０
(１１)

∀x１,x２,x３,∃n:{x１≥０∧x３＝１}⇒n∈Ζ＋ ∧q(x,n)＝

bx２－１
２ax２－ １

４ax３＋ １
２ax３n＋ １

２bx３＋(１
２ax２＋ １

４

ax３－bx２－１
２bx３)(－１)n≥１ (１２)

针对式(１１),利用 RegularChains消去x１,x２,x３,可得:
(b＝０)∧(０≤a)∧(－c≤d) (１３)

针对式(１２),令(－１)n＝en１
２

􀅰２πi,由于αq＝ １
２

是有理数,

因此 en􀅰１
２

􀅰２πi的 周 期 T＝２,则 e(Tn＋t)１
２

􀅰２πi＝e
(２n＋t)１

２
􀅰２πi＝

et１
２

􀅰２πi,其中１≤t≤２,故式(１２)等价于:

∀x１,x２,x３,∃n:{x１≥０∧x３＝１}⇒∨
t＝１

２
(n∈N∧(q(x,

２n＋t)＝bx２－ １
２ax２－ １

４ax３＋ax３n＋ １
２ax３t１

２bx３＋

(１
２ax２＋１

４ax３－bx２－１
２bx３)et􀅰πi≥１)) (１４)

这里,令G１(x,n)＝q(x,２n＋１)＝anx３－ax２＋２bx２＋
bx３,G２(x,n)＝q(x,２n＋２)＝anx３＋ax３,将G１(x,n)和G２

(x,n)各项分别按照nlrn
k 的增长速度递减排列,得:

∀x１,x２,x３,∃n:{x１≥０∧x３＝１}⇒n∈N∧{(anx３－
ax２＋２bx２＋bx３≥１)∨(anx３＋ax３≥１)} (１５)
根据命题２,式(１５)成立的充分条件是式(９)成立.因

此,根据命题２中的式(９)来建立式(１５)成立的充分条件为:

∀x１,x２,x３:{x１≥０∧x３＝１}⇒{((ax３＞０)∨((ax３＝０)∧
(－ax２＋２bx２＋bx３≥１)))∨((ax３＞０)∨((ax３＝０)∧
(ax３≥１)))} (１６)
针对式(１６),利用RegularChain消去x１,x２,x３,可得a＞

０.联立式(１３),得到关于参数a,b,c,d的约束条件为:(a＞
０)∧(b＝０)∧(０≤a)∧(－c≤d).求解该约束条件,可得

a＝１,b＝０,c＝０,d＝０.由此得到线性循环程序P２ 的一个k
阶秩函数ρ(x)＝x１;根据定理１,循环程序P２ 是终止的.

例４　针对例１中的单分支线性循环程序P１,设P１ 具有

形如ρ(x)＝ax＋by＋c的 k阶线性秩函数.因为:Anx＝
３n ０
０ ２n[ ]

x

y[ ] ,所以根据式(２),有:

∀x,y,∃n:{x≥１∧－x＋y≥０}⇒
ax＋by＋c≥０
n∈Ζ＋ ∧(ax＋by＋c≥a􀅰３nx＋b􀅰２ny＋c＋１){ (１７)

式(１７)成立等价于式(１８)和式(１９)同时成立:

∀x,y:{x≥１∧－x＋y≥０}⇒ax＋by＋c≥０ (１８)

∀x,y,∃n:{x≥１∧－x＋y≥０}⇒n∈Z＋ ∧(－ax)３n＋
(－by)２n＋ax＋by≥１ (１９)
针对式(１８),利用 RegularChains消去x和y,可得:
(０≤b)∧(－b≤a)∧(－a－b≤c) (２０)
针对式(１９),变化速度由大到小依次排列为３n≻２n≻１.

根据命题２,建立式(１９)成立的充分条件:

∀x,y:{x≥１∧－x＋y≥０}⇒(－ax＞０)∨{(－ax＝０)∧
(－by＞０)}∨{(－ax＝０)∧(－by＝０)∧(ax＋by≥１)}

(２１)
针对式(２１),利用 RegularChains消去x和y,可得:
((b＜０)∧(a≤０))∨((０≤b)∧(a＜０)) (２２)
求解关于a,b,c的约束条件:((０≤b)∧(－b≤a)∧

(－a－b≤c›)∧(((b＜０)∧(a≤０))∨((０≤b)∧(a＜０))),
得a＝－１,b＝１.因此,程序 P１ 具有一个 k阶线性秩函数

ρ(x)＝－x＋y;根据定理１,程序P１ 是终止的.

４　实验结果

基于符号计算软件 Maple中的RegularChains程序包,表

１列出了一些测试程序以及它们是否存在传统线性秩函数和

k阶线性秩函数的情况.
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表１　实验结果

Table１　Experimentalresults

程序
是否有传统

线性秩函数

是否有k
阶秩函数

k阶秩函数

while(x≥１∧
－x＋y≥０)

{x∶＝３x;y∶＝２y;}
否 是 ρ(x)＝－x＋y

while(x≥０∧z＝１)
{x∶＝x＋y;
y∶＝－y－z;

z∶＝z;}

否 是 ρ(x)＝x

while(x≥０∧z＝１)
{x∶＝x＋y;
y∶＝y－z;
z∶＝z;}

否 是 ρ(x)＝２x

while(－２x＋
y≥１∧y＜０)
{x∶＝x－２y;
y∶＝２y;}

否 是 ρ(x)＝－２x－２y

实验结果表明,k阶秩函数的适应范围比传统的秩函数

的适应范围更广.针对没有传统线性秩函数的部分线性赋值

循环程序,可通过将其合成为本文提出的k阶秩函数来证明

其终止性.

结束语　本文针对一类线性赋值循环程序,提出了k阶

秩函数的概念,并证明了若这类循环程序具有k阶秩函数,则

其必然是终止的.我们可以利用工具 RegularChains计算定

义２中所描述的k阶秩函数.实验结果表明,所提方法成功

找到了某些不具有传统线性秩函数的程序的k阶线性秩函

数,从而证明了它们是可终止的.
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