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核模糊 C均值算法的聚类有效性研究 ) 

普运伟 l3 金炜东 朱 明 胡来招。 

(西南交通大学信息科学与技术学院 成都610031) 

(电子对抗国防科技重点实验室 成都610036)。 (昆明理工大学计算中心 昆明650093)。 

摘 要 针对核模糊c均值聚类(Kernelized Fuzzy C-Means，KFCM)算法的有效性评价，以核非线性映射为工具，将 

原空间中的六个著名有效性指标推广到高维特征空间，得到其对应的核化形式，并通过数值比较实验考察这些核化指 

标的性能及其对高斯核宽度口和模糊指数m的敏感特性。结果表明，在所考察的指标中，著名的Xie-Beni指标Vxe~L 

其改进指标 的核化版本具有最好的性能和可靠性，可优先作为KFCM聚类算法的有效性准则。 
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Abstr皇ct For the sake of evaluating the quality of cluster results obtained by the KFCM (kernelized fuzzy c-means)al— 

gorithm，six noted validity indices for standard FCM are generalized into high-dimensionaI feature space for the purpose 

of acquiring their corresponding kernelized expressions．And then，the performances and the dependencies of these ker— 

nelized indices on Gauss kernel width B and fuzzy exponent m are examined via some tests of numerical experiments． 

The results show that，the kemelized versions of the Xie-Beni index and itS emendatory index VK are the m。st effee— 

tive and reliable 0f the indices considered，s0 can be given the priority as the cluster validity criteria for ’M algorithm． 
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1 引言 

聚类是模式识别和数据挖掘中广为使用的数据分析手 

段。将经典的聚类算法推广到核 Hilbert空间，是无监督学习 

领域近年来的研究热点之一[1 ] 然而，和原空间中的聚类 

算法一样，核化的聚类算法也需要事先给定聚类数目C，这直 

接影响了这些算法的易用程度和实际性能。众所周知。聚类 

的质量和聚类数目密切相关，过大的c值将使聚类结果复杂 

化并难于解释和分析，而过小的c值将引起信息的损失并误 

导最终的决策r7]。因此，如何得到最佳聚类数目C一直是聚 

类有效性研究的关键论题I8]。针对经典的FCM，人们已提出 

许多有效性评价指标。这些指标按计算过程中是否使用样本 

集的结构信息通常可分为两类：一类仅使用隶属度矩阵，如划 

分系数 [93，划分熵 ]。n-W．Kim的 r1妇等；另一 

类除使用隶属度矩阵外，还使用数据集本身，如 Xie-Beni的 

Vx,[ ，Fukuyama-Sugeno的 [ ]，Kwon的 K L“]，Rezaee 

的Vc邪[ ，Boudraa的 ”]，以及 Kim的 ["]等。当将 

VCM推广到特征空间时，由于样本集被执行了非线性映射， 

样本间的几何结构也相应发生了改变。因此，尽管上述第一 

类指标可在不作任何修改的前提下直接使用，而第二类指标 

却由于计算过程涉及数据集的结构信息，必须作适当的处理 

才能使用。为此，本文利用核函数与特征空问内积的对应关 

系，将上述第二类有效性指标推广到核 Hilbert空问，并通过 

比较实验研究所得核化指标的性能和稳健性。结果显示， 

V 及其改进指标 的核化形式具有较好的性能及稳定性， 

可配合 KFCM给出合理的划分。 

2 核模糊C均值聚类 

设原空间样本集为，X一{z ，X2 ·，3：N}，习∈ ，J—l， 

2，⋯，N，核非线性映射为 ：x--~P(x)，则KFCM聚类的目标 

函数为 · 
C N 

J (X,U， )一善 蟛lI ( )一 ( )ll。 

一  意 [ (习，西)一2r(x~， )+ ( ， )] 

(1) 

式中 为第i类的类中心， ( )为该中心在相应核空间中的 

像，且有 

( )一∑罐qb(xt)／∑ (2) 

为最小化(1)式，需计算r(xi， )和 ( ，'ui)。注意到 

(五，z )一< (五)， ( )>，则可得到 

( ， )一< ( )， ( ))一∑硼K( ， )／置 (3) 
^竺 l = l 

( ， )一< ( )， (vi))一∑ ∑赡“ K(丑 ，XsN )／(∑N N 

*)国家自然科学基金(N0，60572143)，国家电子对抗技术预研基金(NEwL51435QT22o4o1) 瞢运伟 博士生．主要研究方向为模式识别-核 

方法，智能信号处理；盒炜东 博士，教授，博导，主要研究方向为智能信息处理，优化理论与优化方法}朱 明 博士生，主要研究方向为进化计 

算．神经网络，电子战信号处理；胡来招 博士，研究员，博导，主要研究方向为电子战信号处理，侦察接收机 
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) (4) 

因此，若设有效性准则为V(c)，则 KFCM算法可描述 

如下 ： 

Stepl 设置目标函数精度e，模糊指数 m，最大迭代次数 

Tm，最大聚类数cmax，并令c=2； 

Step2 对样本集z作归一化处理，并选择核函数及合适 

的参数，计算核矩阵K； 

Step3 随机初始化模糊划分矩阵U一[ ] ； 

Step4 for t=l±Tm 

a)计算目标函数J(≠)，并通过下式更新U阵； 

一  尘 ! — 

∑ 璐( ( )， ( ))] ‘ 
b)若l--Ji(

D

￡)

／

J(￡～1)l<E或￡≥Tm，则转 Step5~否则，t 

-~--t+1，转 a)； 

Step5 计算有效性指标值V(c)； 

Step6 若c,~cmax，则c—c+1，转 Step3；否则，算法结 

束，并根据 (c)取值确定最佳聚类数及其对应的划分。 

3 模糊聚类有效性指标的核化表示 

如前所述，对于计算中既涉及U阵又涉及数据集结构信 

息的指标，必须作适当处理才能用于KFCM算法。这类指标 

通常采用紧致性来评价类内的内聚程度，采用分离性来评价 

不同聚类间的隔离程度。该类指标在模糊聚类的有效性研究 

中最为普遍，数量也最多。本节选择较具代表性的 ， ， 

VK，VcwB，VB， 六个指标进行推广，得到相应的核化表示 

3．1 Xie．-Beni指标 VxB的核化 

在原空间中，著名的Xie-Beni指标 定义如下[】 ： 

∑ ∑簖 ll z，一v／ 
一  ( ) 

J≠  ̂

式中，÷互 叼I1 一 ll。用于评价聚类的紧致性，mj ll ，‘t二=l，一i ， 

ll。用于评价类间的分离性。由于好的聚类划分应使 

得样本在各自类中尽可能少分散而类间距离应尽可能大，因 

此 为极小值时的划分为最佳划分。将其推广到核空间， 

显然对应式的核化指标 伽可表示为： 

∑ ∑ ll cp(x~)一 ( )ll 
Vr．xB一 ) 

观察(1)式，可知 V肼 的分子即为 KFCM 的目标函数 ．厂 

(T )，而分母中的两聚类质心间的距离平方为： 

ll ( )--~(vk)lJ。一 ( ， )一2x( ． )+ ( ， ) 

(7) 

显然， ( ， )和 ( ， )可由(4)式计算，而 

( ， )一( ( )， ( )>一∑∑蝴“ K(zr，z )／∑ ∑ 

“嚣 (8) 

因此，根据(1)，(4)，(8)式便可得到VKXB。文[4]曾提出 
一 个有效性指标 ，对比(6)式不难发现， 和 ∞ 在计 

算分离性时是一样的，两者的主要区别仅在于紧致性的计算： 

B对每点到每个类的中心距离均考虑，并以 加权；而 

仅考虑各点到其所属类的距离，并以1／瑶加权。 

3．2 Fukuyama-Sugeno指标y 的核化 

V 也采用类似VxB的紧度和分离度评价方法，主要的不 

同之处在于V 的类间分离性是通过累加每个类到所有类的 
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中心平均值来实现的。原空间中的 被定义为-1 ： 

VFs一蚤 “ ll 一 ll ～蚤 “ ll 73i一 l (9) 

式中， 为所有类中心的平均值。采用核化 同样的方法， 

可得 

V 一互 蚶ll ( )一 ( )ll。一 善 蚤 ll ( )一 
( )ll 0 (10) 

可见，第一部分和 的分子相同，为J( )。若将核空间 

中的所有类的中心平均值表示为： 

( )一 ∑ ( ) (11) 

则第i类的中心到类平均中心的距离平方为： 

ll cp(vi)一 ( )ll。一 (Vi，Vi) 2( ( )， ( ))+( 

( )， ( ))= (Vi， )一丢 (Vi， 

)+ ∑ ∑ (zr，z ) (12) 

利用(4)和(8)式即可计算上式的结果。 

3．3 Kwon指标 yK的核化 

通过在 的分子部分引入一惩罚项(∑ ll 一 

ll )／c来避免 在聚类数目趋于样本数目时单调下降的趋 

势 “]。由于已得到 B的各组成部分的计算式(1)，(4)， 

(7)，(8)，同时注意到该惩罚项和 的第二项具有完全相同 

的形式，可通过(12)式计算。因此，不难计算 的核化表示 

VlKK。 

3．4 Kiln指标V 的核化 

v 由欠划分项和过划分项组成，定义为 ”]： 

Vsv—V (V：X)+、， ，(V) 

一 ÷蚤置ll 一vi ll／ +c／ (1l 一 l1)(13) 
显然，其核化指标 可表示为： 

一 ÷ ∑ll ( )一 ( )ll／n +c／m in(1l ( ) L t l， 1 ≠， 
--

{P(v~)l1) ‘ (14) 

利用(1)和(7)式可计算其 v的值。 

3．5 Rezaee指标Vl伽 的核化 

从本质上讲， 册也是基于紧致性和分离性测度的指 

标，但该指标却使用方差来描述类内的分散程度，继而使用类 

内平均分散函数来描述模式集的平均紧致性 同时，采用一 

距离函数来描述类间分散特性。原空间中的 册 定义 

为 ： 

=aScat(c)+Dist(c) 

一  +躲 c 52 1Crl 一 ————一 r ll ．1l、 “ ll口(x)ll ’Dmi 、与” 
(15) 

式中，口(x)为模式集的方差，D一和 Dr i 分别是类间最大和最 

小距离，a=Dist(c~． )是调整两项取值范围平衡的加权因子。 

(15)式在核空间可表示成如下形式： 

∑ ∑“ f( (z，)--~(vi)) 
一a 一 + 

盖(互 )一 ( )l1) (16) 
若采用欧式范数，则上述第一项的分子部分就类似 ∞ 

的分子i而工)n ， 以及 ll ( )一 (让)ll可由(7)式开方 
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后得到。因此，若再计算出 ll a(O(X))ll，则 VKCWB的值便 司 

求得，而 

II ( (x))II一音1善l ( )一音1置 ( )J-1 广 n Z 

： 上 

『． c ，刁 一 言 c ， +嘉言 cXl~Xs)] 
一  

n j =l ( ，乃 1善n 耋，f(∞， ) (17) 
3．6 Boudraa指标 的核化 

VB同样采用方差来描述类内聚集性，采用 ／ n来 

描述数据集的几何性质。在原空间中，VB被定义为 ]； 

一  
卅  + DmaxG(

c (18) 一 (c)+ )一 L 一 + ( ) 

c∑vart(口) 

式中，varq(是)表示第 忌类样本的第q个特征的方差，而vart 

(q)表示整个数据集的第 q个特征的方差， 的作用同VcvcB中 

的 ，但取值为G(c )／ (2)。显然∑P_ vart(g)，可通过 

(17)式计算，因此， 的核化主要是计算再 蚤Va (是)。在原 
空间中 

壹 va (是)一 量II 一 II + 置n2 II Zh--722 + 
⋯ +- ∑ ll-z 一 ll 

，2 r； l 

一  善(去 ．f妻(z 句一 。) (19)j II II 
其中，哺为第 类样本的个数，f(xi)=i表示样本 习被指派到 

第 i类 采用(2)式描述的类中心，将(19)式推广到核空间有： 

耋( 一 一 (刁)一 ( )z)f( ∑( ∑ (_z，)一 ( ) ) i1、 』雹．x )一 II IIi ni 1 f(x 

可见，当利用KFCM算法对各数据项进行划分后，便可 

通过(3)，(4)式计算上式的值 结合(7)，(17)，(2O)式便可得 

到核化的Boudraa指标 。 

4 实验结果及讨论 

本节通过4个数据集验证和比较上述核化指标的有效性 

及稳健陛。实验测试的指标包括： ， ， ， 以及本 

文推广的Vr．x~， cFs， ，‰ ， ， Ksv共 1O个指标。e 

设为 le-5，Tm为100，所有实验均采用高斯核。 

4．1 FiveGaussian数据集 

该数据集由二维五高斯分布数据组成，常用于检验有效 

性指标的基本性能和稳定性，数据集信息可参见文[33。实验 

中，Om~．X取为 1O。表 1为核宽度 一1．0，模糊指数 一2时 

的各有效性指标值。为了考察各指标随 的性能变化，实验 

测试了卢一O．3～5O的范围。图1给出了 脒 随c，卢的变化 

情况。其余各指标具有类似的变化趋势，不再给出。另外，由 

于KFCM算法的性能与模糊指数 有关，加之部分有效性 

指标的定义本身含有 ，因此实验也测试了各指标对 的敏 

感性(据文[18]选择 1．5～2．5的范围)，其中 为5．0时的实 

验结果列于表2， B随c， 的变化如图2所示 

盆 

g 

一

i

妻
~ l Hi 缸 )])(2O) 图̈  出uss n数据集 '卢的变化 

由表 1和图1可知，在 一0．3～5O范围内，KFCM均能 

正确聚类(本实验无错分样本)，且除 v错误地选择聚类数 

2外，所有核化指标包括只利用隶属度值的3个指标均正确 

识别出真实的聚类数 5。包括图1在内的 依赖关系实验进 
一 步表明，各有效性指标的取值趋势和表 1相同，对高斯核宽 

度的变化具有较强的稳定性。同时，表 2的 依赖关系结果 

表明，不同指标对 的敏感程度不尽相同。 ，Vras， ， 

，Vm五个指标在整个 取值范围内始终能正确识别出 

真实聚类数 5，表现出最好的可靠性。而 ， ， cFs． 

则只在部分 范围内有效 v虽然对 的取值不敏 

感，但却始终给出错误的聚类数目2。在其它核宽度 的测 

试中，结果类似表2。 

) 

CIu8ter N tuber 

图2 Five Gaussian数据集Vr．xB随c， 的变化， =5 
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表2 Five Gaussian数据集各有效性 

指标所确定的最佳聚类数随 m的变化关系，口一5．0 

TB Vec 知 Vr．xB 

1．5 5 5 5 5 

1．6 5 5 5 5 

1．7 5 5 5 5 

1．8 5 5 5 5 

1．9 5 5 5 5 

Vr．B 

5 3 5 

5 3 5 

5 3 5 

2．O 5 5 5 

2．1 5 2 5 

2．2 5 2 10 

2．3 5 2 1O 

2．4 5 2 8 

2．5 5 2 1O 

4．2 Ring数据集 ． 

Ring数据集由两类组成，分别为半径为 3的环形以及边 

长为1的正方形均匀分布数据，两类的类中心均为(O，O)，数 

据点数各为 100。同时，两类数据分别被加上方差为 0．1， 

0．3的高斯白噪声Ⅲ20]。图3给出了KFcM在 一0．2， 一2 

时的聚类结果，此时各有效性指标的取值列于表 3。 

图3 Ring数据集聚类结果， =o．2，m=2 

从图3可知，KFCM对非球状分布的Ring数据具有较好 

的性能，在卢一O．2时仅一个错分样本，而此时经典的FCM算 

法不再有效_2 ]。在卢依赖性的实验中进一步发现，对于该 

数据集，卢的有效范围远小于Five Gaussian数据集，为0．1～ 

0．3。且在该范嗣内，KFCM难于形成大于4的聚类，因此表 

3中仅列出聚类数为2，3，4时各指标的值。由该表可见，除 

，V 错误地选择3作为最佳聚类数目外，其余八个指标 

均检测到真实聚类数2。对于0．1～0．3范围内的其它 值， 

所得结果和表 3类似。实验同样测试了各指标值随 m的变 

化情况，结果也类似表3，不再给出。这说明，多数核化指标 

不仅具备良好判定最佳聚类数的能力，且在 卢∈[-o．1，0．3]、 

mE[1．5，2．5]的范围内取值趋势相对较为稳定、可靠。 

4．3 Iris数据集 

Iris是检验聚类算法和有效性指标性能最为著名的UCI 

真实数据集，其详细信息参见文[19]。对于该数据集，本文实 

验表明，KFCM在卢∈[-o．5，5O]的较宽范围内均能稳定可靠 

地完成聚类。各有效性指标所确定的最佳聚类数随 ，m的 

变化情况分别见表 4和表 5。由这些结果可知， ，V眦， 

8， ， ，V~'wB，VKsv给出的最佳聚类数均为2，次佳 

聚类数多为3，且结果随卢，m的变化相对较为稳定 而 始 

终呈单调递减趋势，Vr．Fs，V髓表现较不稳定。这说明纯粹从 

聚类的角度看，Iris数据集似乎更应该分为两类，这基本反映 

了Iris数据的几何结构和实际分布_1 。 

4．4 Wine数据集 

Wine是UCI数据库中另一个著名的数据集。该数据集 

由3类共 178个样本组成，每个样本 13个属性_】 。对于该 

高维数据集，实验结果显示，在 m=2且卢∈[1，5oJ的范围 

内，KFCM的错聚样本数均为9，且在 2．0时，仅有 B， 

， ， 四个指标给出真实的聚类数 3，而 ， ， 

VLc，Vmv得到的最佳聚类数为2， 和 则始终呈单调下 

降趋势。Wine数据集的m依赖性的实验结果见表 6。由该 

表可见，除V盯船和 表现出对m的敏感特性之外，其余指 

标在整个mE[1．5，2．5]的范围内确定的最佳聚类数较为稳 

定 ， 

表3 Ring数据集的有效性指标值， 一o．2，m=2 

表 4 Iris数据集各有效性指标所确定的最佳 

及次佳聚类数随 的变化，括号内为次佳聚类数，m=2 

口 V Veg Ves VKxB V V肝s VKK Vf VKB V腰v 

0．5 2(3) 2(3)lO(9)2(3) 2(3)lO(9)2(3) 2(3) 4(3) 2(3) 

1．0 2(3) 2(3)lO(9)2(3) 2(3) 7(5) 2(3) 2(3) 4(8) 2(3) 

5．0 2(3)2(3)10(9)2(3) 2(3)7(8) 2(3) 2(3) 4(3) 2(3) 

10 2(3)2(3)10(9)2(3) 2(3) 7(8)2(3) 2(3) 4(3) 2(3) 

总结上述4个实验的结果可知，KFCM算法可以适应多 

种分布类型的数据集，是解决各种复杂数据集聚类问题的重 

要途径之一。多数情况下，核化后的有效性指标可以配合 

KFCM较好地工作，给出较为合理的最佳聚类数目和相应划 

分，且各指标的性能一般不随核宽度 的变化而变化，具有较 

好的稳定特性。但实验结果也同时表明，各核化指标也类似 

它们的原空间表示，对模糊指数m的依赖程度不尽相 “]。 

在所考察的有效性指标中， ∞ ，VKK显示出了最好的判断能 

力及稳健性，其次是 和 ，而 ， ∽的表现却不尽人 

· 2】O · 

意 实际上，注意到(1)式 KFCM算法目标函数最小化样本 

到质心距离平方和的本质，可以预期建立在同一原则基础上 

的Xie-Beni指标及其改进形式将有相对较为理想的性能。因 

此，在实际应用 KFcM时，可考虑优先选择 和 指标 

作为聚类有效性测度。 

表5 Iris数据集各有效性指标所确定的最佳及 

次佳聚类数随 的变化，括号内为次佳聚类数， 一1．0 

m Vec 

1．5 2(3) 

1．7 2(3) 

1．9 2(3) 

2．1 2(3) 

2．3 2(3) 

2．5 2(3) 

y甩 Vcs 蹦B J_ yK VKK yKc邮 yKB y髓v 

2(3) 

2(3) 

2(3) 

2(3) 

2(3) 

2(3) 
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优于 HS算法，但此算法的初始化步也会影响结果，对有些数 

据点以第一主成分做初始值不能得到理想主曲线。如图3， 

对于在正弦上为加正态分布噪声的数据点，(1)是用第一主成 

分做初值提取的主曲线，(2)换做s形折线做初值，显然，后者 

提取的主曲线才能更好地拟合其本来结构。 

对于多边形算法，当处理结构比较复杂的数据类型时，往 

往第一主成分线不能达到较好的效果，需要调整初始值，使其 

基本体现数据点的整体结构。 

结论 通过对上述两种算法进行分析，我们可以得出这 

样的结论：局部最优未必得到全局最优。 

由于主曲线与主成分有密切联系，是主成分分析的非线 

性推广，在提取主曲线的算法中往往以第一主成分线做初始 

值，这在理论上被认为是合理的选择。但是，我们通过实验， 

比较分析得出不同的结论。对于 HS算法把初始值换作原点 

会得到比原算法更好的结果。而多边形算法要针对具体数据 

点的结构特点适当调整初始值。 
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表 6 Wine数据集各有效性指标所 

确定的最佳聚类数随m的变化，卢一1O 

结论 本文针对核空间中聚类算法的有效性评价问题， 

在简要介绍KFCM算法的基础上，借助核函数与核空间中内 

积的计算关系，将六个著名的有效性指标 xB， ， ， 

Vsv， ， 推广到核 Hilbert空间，得到其核化表示。同 

时，通过数值实验测试，比较了这些核化指标随模糊指数m、 

高斯核宽度口的依赖关系。结果表明，在所考察的指标中， 

Xie-Beni指标及其改进的Kwon指标的核化形式具有最好的 

性能和稳健性，可优先作为KFCM聚类算法的有效性指标。 
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