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摘 要 最近几年，谱聚类方法在模式识另4中得到了广泛的应用。与传统的聚类方法比较，它具有能在任意形状的样 
本空间上聚类，且收敛于全局最优解的优点。本文着重介绍了谱方法的基本原理、相应的算法、研究状况及其在模式 

识别领域中的应用，同时指出了它的关键问题与未来的研究方向。 
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1 引言 

聚类分析是机器学习的经典问题。它是通过抽取数据的 

“潜在”结构，将相似数据组成类或类的层次结构。它不需要 

先验知识和假设，故它也称作是无监督学习。传统的聚类算 

法主要是k-means算法和EM算法。这些算法都是建立在凸 

球形的样本空间上。当样本空间不为凸时，算法会陷入“局 

部”最优。 

为了能在任意形状的样本空间上聚类，且收敛于全局最 

优解，研究学者最近开始利用谱方法来聚类。谱方法聚类是 

由数据点间相似关系建立矩阵，获取该矩阵的前 个特征向 

量，并且用它们来聚类不同的数据点。谱聚类方法建立在图 

论中的谱图理论上。最初，它是用于负载均衡和并行计算， 

VLSI等方面，如 Hagen和Kahng[】 将基于ratio~cut的目标 

函数图划分算法用于VLSI设计中。最近，学者们也开始将 

谱聚类方法用于机器学习中。Shi和Malik_2 在 2000年根据 

谱图理论建立了2-way划分的Normailized-Cut(Ncut)的目标 

函数，设计了用于图像分割的算法，由此发展出一系列算法： 

k_way划分的Ncut算法(Ng和WeissL3J)；Normalized Cut与 

随机游动关系的算法(Meila和 shi[4J)；基于二分图的算法 

(Zha[s 和Dhillon~ )等。并且，谱聚类方法的应用也开始从 

图像分割领域扩展到文本挖掘(DhillonE6])和生物信息挖掘领 

域(Chris Ding~ ])等领域中。 

本文着重介绍了谱方法的基本原理、相应的算法、研究状 

况及其在模式识别领域中的应用，同时指出了它的关键问题 

与未来的研究方向 

2 基本原理与算法描述 

2．1 图划分问题与聚类 

聚类算法的一般原则是 类内样本间的相似度大，类间样 

本间的相似度小。假定将每个数据样本看作图中的顶点y， 

根据样本问的相似度将顶点间的边赋权重值，就得到一个基 

于样本相似度的无向加权图：G(V，E)。那么在图G中，我们 

可将聚类问题转变为如何在图G上的图划分问题。划分的 

原则是：子图内的连权重最大化和各子图间的边权重最小化。 

针对这个问题，Shi和 MalikEz]提出了基于将图划分为两 

个子图的2-way目标函数 Ncut： 

min (A，B)一 + 

vol(A)=∑∑ 
iEA ～j ‘ 

cut(A，B)= ∑
．  

d 
iC-A，j∈B 。 

(1) 

(2) 

(3) 

其中cut(A，B)是子图A，B间的边，又叫“边切集”。 

从式(1)，我们可以看出改进后目标函数不仅满足类间样 

本间的相似度小，也满足类内样本间的相似度大。 

asso(：A)=∑ ∑ W“=vo／(A)--cut(A，B) (4) 
i∈AjC-A，i～i 

min Ncut(A，B)一min(2～ + ) (5) 

如果考虑同时划分几个子图的话，则基于 k-way的Nor— 

malize&cut目标函数为： 

Ncut( “ 一黜Z．aiE +．．．+黜Z．a Z．a(6) V1￡ J rr d t∈V‘ rr 
除了Ncut目标函数外，还有 Hagen和 Kahng提出的 

RatioCutE ]和Ding等提出的 MinMaxCut~ 】。三个 目标函数 

中，RatioCut只考虑类间相似性最小，且最易产生“倾斜”的划 

分。而MinMaxCut与 Ncut一样满足类内样本问的相似度大 

而类间样本的相似度小的原则，与Ncut具有相似的行为。 

2．2 谱髓理论 

谱图理论是一个具有很长历史的理论。它是利用矩阵理 

论和线性代数理论来研究图的邻接矩阵，根据矩阵的谱来确 

定图的某些性质。谱图理论分析的基础是图的 Laplacian矩 

阵，它是Fiedler[钉1973提出来的。 

假设一无向加权图G=(V，E>，其表示形式为一对称矩 

阵：w一[ ] × ，其中 表示连接顶点 与 的权值。那么 

该图的Laplacian矩阵表示为： 

*)基金项目：国家自然科学基金重点项目(60234030)。高 琰 博士生，研究方向；智能信息处理；答士文 教授，博导；唐 琏 副教授； 
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L—D—W (7) 

其中，D为对角阵， = 。 
I 

Laplaeian矩阵是对称半正定矩阵，因此它的所有特征值 

是实数且是非负的： 

O— Al< A2< 一 ’< 一A 

如果 G是c个连接部件，那么 L有c个等于0的特征向 

量。如果G是连通的，A2≠0，Az是 G的连接代数值(Fiedter 

value)。其对应的特征向量为 Fiedler向量。 

当我们考虑 2-way划分时，令P是A的划分指示向量： 

： f，--1 ,jE (8) 
、1’JC 1"1 

那么；Cut(A，A )=，(户)=cut(A，A )=，(户)：{ 

(A— ) ；音户 L户 

考虑约束X We=x De=O，则 

min Ncut(A，Ac)：min—xr
—

( D-- 
～

W
一

)x (9) 

L，_工  

将X放松(松弛)到连续域[一1，13，获得 minNCut的问 

题就是： · 

． ． XT(D—W ) ⋯ 、 
啡  

。
—  巧5 —  uu’ 

根据瑞利商原理，式(10)的优化问题等于下列等式的第 

二最小特征值的求解问题： 

D～{(D—W)D一{z=Az (11) 

对应于第二最小特征值对应的特征向量 X。则包含了图 

的划分信息。人们可以根据启发式规则在X：寻找划分点 i， 

使得值大于等于Xz 的划为一类，而小于X。 的划为一类。 

同理，我们可以推理得到 k-way Ncut目标函数式(6)的 

最优解在式(11)的是个最小特征值对应的特征向量所组成的 

子空间上 

2．3 算法描述 

谱聚类算法由三个部分组成： 

1．建立表示样本集的矩阵S。 

2．计算s的是个特征值与特征向量 

a．2-way：将原始样本数据映射到一维空间(尼一1) 

b．k-way；将原始样本数据映射到由是个正交向量的是维 

空间 S’。 

3．将是维子空间S 的行作为样本的新的数据表示，且基 

于这种新的表示，将样本进行聚类。 

也2-way：在一维空间上根据目标函数最优原则划分。并 

且在划分好的两个子图上迭代划分。 

b．k-way：利用传统的k-means或其它传统聚类算法在是 

维空间上进行聚类。 

上述的描述是算法的一个框架，在具体的算法中，不同的 

算法在数据集矩阵 S的表示上存在着不同，如：根据 2-way 

Ncut的目标函数，S=D一专LD一专；根据随机游动关系，S= 

D一 W 等。 

3 当前的研究与应用 

谱聚类方法最初是在图像分割中应用 shi和 MalikE2] 

将像素作为顶点，根据像素的亮度和空间位置确定连接像素 

点问边的权值，利用 2 wayNeut的谱聚类方法迭代地进行图 

的分割。该方法获得了满意的效果。 

IVt Gu，H．Zha等人_l 分析了在不规则图上进行 k-way 

图划分的谱松散模型，并且根据该模型，提出了k-way Ncut 

与k-way Min—Max cut不同目标函数设置的下限值，同时分 
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析了对应于最优解的特征空间或单个特征向量的代数结构， 

为将谱图理论运用到k-way图划分问题中，提供了理论基础。 

Meila和sh 将相似性解释为 Markov链中的随机游 

动，分析了这种随机游动的概率转移矩阵P=D W 的特征 

向量(其中：w是相似度矩阵)，并且根据随机游动对 Ncut进 

行了概率的解释，提出了基于随机游动的新的算法。同时，在 

这个解释框架下提出了多个特征相似矩阵组合下的谱聚类方 

法，在图像分割中也取得了很好的效果。 

Zha等人[ ]和 Dhillon[6]研究了基于二分图G=(X，Y， 

Ⅳ>上的谱聚类。聚类目标是使得在最小化二分图上的不匹 

配顶点对间的边权重和最小，故目标函数可以用变形的Ncut 

表示 ； 

Ncutc 一言 iE-X 群ii ii ， z一1厶 ，厶；W T厶t厶，fY，W 
将二分图的邻接矩阵W转换对称矩阵 ： 

= [oW ] 
然后再根据谱图理论对二分图上划分的目标函数式(12) 

进行分析(与2的分析相似) Zha等人与Dhilion发现最小化 

目标函数式(12)可以等同于与二分图相关联的边权重矩阵的 

奇异值分解。Dhillonc。]将其运用到文档聚类中，对 CMU的 

Newsgroup20做了实验，取得了很好的效果 基于二分图模 

型，该算法同样也可以用于市场分析中交易一商品的分析，生 

物信息挖掘中的Gene expression profiles[ 

Zha等人[2 分析了核 k-means的方法，发现最小化核 k— 

means的目标函数等同于一个由数据向量组成的Gram矩阵 

的迹最大化问题。同时，迹最大化问题的松散解可以通过 

Gram矩阵的部分特征分解获得。首次用谱松散的方法获得 

核 k-means的目标函数的全局最优解。DhillonE!。]在此基础 

上，又研究了加权核 k—means的目标函数，将其与Ncut目标 

函数建立联系，提出了一个可以单调递减Ncut值的新颖的加 

权核 k—means算法。 

Ncut是一个可行的聚类目标函数 它的求解是一个 NP 

难问题。传统的方法是宽松的谱松散方法。Xing与 Jor— 

danE。。]贝0分析了对Ncut的半正定规划(SDP)模型。根据该模 

型，对 Ncut提出了一个比谱松散更紧的下限。同时指出 

Ncut本身不能刻画最优的聚类，但它可以通过不同的松散方 

法获得合理的聚类 

谱聚类方法不仅用于无监督学习中，也用于有约束的半 

监督学习中。Kamvar等人[26=将 pageRank[舯]的随机游动模 

型运用到相似度矩阵中，根据已知样本的类别修正相似度矩 

阵。然后根据谱聚类算法获得聚类结果。Bach与Jordan[。。] 

则是根据一个基于已知的划分与Neut谱松散结果的误差，提 

出了新的目标函数。通过最小化新的目标函数推出新的谱聚 

类算法，获得聚类结果。 

4 关键问题和未来的研究方向 

尽管谱聚类算法具有坚实的理论基础一谱图理论，并且 

在实践中也取得了很好的效果，但是它仍然存在一些关键问 

题： 

1．如何构造邻接矩阵w；在谱聚类算法中，边的权值是 

顶点 i与J的相似度sim(i， )，故表示图的邻接矩阵 也是 

样本空间的相似度矩阵。相似度矩阵的构造依赖于两个样本 

间相似度的构造。而单纯地依赖人为选择的相似度函数是带 

有一定的局限性的。我们应该引入领域知识，学习构造邻接 

矩阵 

2．自动地确定聚类的数目：聚类数目的确定对聚类的质 
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量有很大的影响。当聚类数目大于实际聚类数，k-way谱聚 

类方法的效果差[1 。因此如何自动地确定聚类数目是一个 

关键的问题，是未来研究的方向。 

3．如何解决模糊聚类的问题：尽管在文档聚类中，谱聚类 

取得了很好的效果。但是在文档聚类中，单个词可能属于多 

个类，单个文档可能是多主题的文档。这就需要我们用模糊 

聚类的方法解决。如何确定基于模糊聚类与谱方法的联合： 

如建立模糊标准的图划分的目标函数等，是我们的研究方向。 

4．运用到海量数据中去：当我们用谱聚类，不可避免地要 

计算矩阵的特征值与特征向量。通常这种计算的代价很大， 

求解非稀疏矩阵的所有特征向量的标准解法需要 O(n )。同 

时当应用到海量数据时，相似度矩阵也很大，可能会超出计算 

机的内存。DhillonE 在研究了谱聚类和核kmeans聚类方法 

的关系后，将谱聚类问题用核k-means算法求解，并且运用到 

核 k-means算法的优化技巧『l “]，来解决海量数据的计算。 

但该方法只用于非二分图的谱聚类方法，对二分图的聚类问 

题仍然是我们未来的研究方向。 
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量中除了最大值的权重外其它值权重都为 i／-。时，则最dx~fl 

权平均算子变为等权平均算子。 

性质3(归一性) r／维最大、最小加权平均算子的新权系 

数都是r／维权重向量。 

定理 1 最大最小加权平均算子与加权平均算子 WM， 

最小值算子Min，最大值算子Max有如下关系： 

M ≤W ≤WM≤W <~Max (7) 

定理 1说明算子w 和w 是介于Max算子，加权平 

均算子WM和Min算子之间的算子。算子 W 和 w “将 

最大最小值算子与加权平均算子进行了泛化，综合了最大最 

小值算子与加权平均算子的优点。 

结束语 本文提出的加权模糊聚集算子适合于所有的模 

糊集合与模糊信息源的聚集运算，在数据挖掘、模糊专家系 

统、模糊控制系统、多Agent系统以及数据集成领域等均有着 

广泛应用前景。我们将其应用到了开发的专家系统系统平台 

中，对复合模糊命题的计算与多结果的聚集运算在实践过程 

中得到了良好的应用。进一步工作是根据本文的理论研究成 

果，针对不同的需求研究合适的具体变权算子形式。 
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