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GPU稀疏矩阵向量乘的性能模型构造 
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摘 要 稀疏矩阵向量乘(Sparse matrix-vector multiplication，SPMV)是广泛应用于大规模线性求解系统和求解矩阵 

特征值等问题的基本运算，但在迭代处理过程中它也常常成为处理的瓶颈，影响算法的整体性能。对于不同形态的矩 

阵，选择不同的存储格式，对应的算法往往会产生较大的性能影响。通过实验分析，找到各种矩阵形态在不同存储结 

构下体现的性能变化特征 ，构建一个有效的性能度量模型，为评估稀疏矩阵运算开销、合理选择存储格式做 出有效的 

指导。在 14组 CSR，COO，HYB格式和 8组 ELL格式的测试用例下，性能预测模型和测量之间的差异低于 9 
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Abstract Sparse matrix-vector multiplication algorithm is widely used in large-scale linear system and solving matrix 

eigenvalue problems．It also often becomes the bottleneck of processing in iterative process and affects the whole algo— 

rithm performance．Choosing a different smre format for different form s of matrix，the corresponding algorithms tend to 

generate lane perform ance impact．Through experimental analysis，the variation performan ce characteristics were found 

under di珏erent storage structure，SO as to build up an effective performance measurement model for assessment of 

s~rse matrix computation overhead，and we selected reasonable storage form at and made effective guidance．Based on 

14 groups of CSR，CO0，HYB format，8 groups of ELL format test cases，the difference between the perform ance pre— 

diction model and measurement is less than 9 ． 
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1 引言 

稀疏矩阵向量乘是一种广泛应用于大规模线性求解系统 

和求解矩阵特征值等问题l】 的基本运算，在迭代方法中其执 

行效率对整个处理性能的影响尤为突出。SPMV中大量的系 

统资源消耗在对存储器的访问上，运算器长期处于饱和状态， 

难以提高浮点运算吞吐量，存储器瓶颈类运算的特征明显，它 

的并行性特征使得利用现代多处理器平台研究并行 SPMV 

来提高其性能成为一个可行的方向[2]。 

Bell和Garland~3j提出了多种存储格式和SPMV CUDA 

实现内核，包括 CSR，ELL，COO，HYB。CSR针对具有大量 

非零元素的稀疏矩阵；ELL通常适合每一行有几乎相同数量 

的非零元素的稀疏矩阵；HYB具有更好的性能矩阵，该矩阵 

中每行有少量的非零元素和许多行几乎相等，但可能会有一 

些不规则行有更多的非零元素；COO是最直观的存储格式， 

但性能比其他格式略差。不同的矩阵可能有它们自己最合适 

的单一的存储格式来实现最佳的性能。此外还存在一种可能 

性，分区矩阵时每一块都以在一个适当的格式存储，实现性能 

优于任何单一的存储格式。 

本文通过分析，设计 了一个基于 profile-based的性能模 

型以预测 CSR，ELL，C00，HYB SPMV 内核执行 时间。给 

定一个 目标稀疏矩阵和存储格式，可以预测 SPMV内核执行 

时间。性能建模包括两个阶段：1)根据GPU的体系结构特征 

生成基准矩阵；2)在 GPU上对基准矩 阵进行计算并获取执 

行时间，将基准矩阵的特征和执行时间作为下一个建模阶段 

的输人。在建模阶段，根据基准矩阵的实验结果 ，实例化性能 

模型的参数 。最后，利用实例化模型来估计 目标稀疏矩阵 

SPMV内核执行时间。本文根据硬件属性进行性能建模，生 
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成的基准矩阵和性能模型具有以下优点：1)相较传统分析模 

型，该模型更容易使用；2)相比并行架构模型，传统 profile- 

based通常是不准确 的嗍，本文的模型可以有效地获得性能 

GPU的影响。 

本文使用 SPMV CUDA开发内核 NVIDIA和 NVIDIA 

Tesla C205O性能进行建模和实验。采用 14组测试实例进行 

CSR，CO0，HYB格式评估，采用 8组测试实例进行 ELL格 

式评估。实际执行时间与使用本文构造的模型预测的时间较 

一 致 ，性能 预测和测量 之间 的差异不 到 9 。针对 CSR， 

ELL，CO0，HYB格式，平均 差异分别 是 4．73 ，4．68 ， 

2．84 ，5．22 。 

本文第 2节介绍相关工作；第 3节对稀疏矩阵的存储格 

式与算法实现进行阐述；第 4节提出性能建模；第 5节进行性 

能建模及实现；第 6节给出了实验测评及性能分析；最后总结 

全文 。 

2 相关工作 

瓶颈问题指算法中每个浮点运算操作都需要多次访问存 

储器 ，SPMV算法中存在瓶颈问题_5]。已有大量针对 SPMV 

算法的优化工作，由于 SPMV算法存在存储器瓶颈，因此主 

要从存储器层次的角度来提高计算性能_6蜘，其中大部分的优 

化工作集中在面向CPU这样的通用化的体系结构中[9]。 

Bolz等人提出第一个 SPMV CUDA内核实现_1 。Bell 

等人提出了多种存储格式和 SPMV CUDA实现内核r3]，本文 

的建模方法利用其提出的方法。Vazquez等人提出了一种新 

的格式(称为 ELLR-T)，其在 GPU上实现高性能_1 。文献 

[12]提出了两种压缩方案：1)CSR_DU，通过对列索引进行粗 

粒度增量编码来减少矩阵的结构性数据；2)CSR-VI，使用间 

接索引减少数值，但只能应用于含有少量唯一值的矩阵。文 

献[13]提出了一种新的稀疏矩阵存储格式来减少存储带宽。 

文献E14]介绍了一种新的压缩稀疏块的存储格式，以高效地 

并行计算稀疏矩阵和向量的乘法运算、稀疏矩阵转置、向量的 

乘法运算。 

Xu基于 ELL的格式优化方法和 SpMY jI)A的性能 

模型提出了 spM、，[”]。Zhang和 Owens采用 了微基准开发 

吞吐量模型方法_1引，该模型的重点是识别性能瓶颈并指导程 

序员实现优化。本文模型侧重于预测执行时间，类似于文献 

[17-19]。Baghsorkhi等人提出了一种基于编译器的GPU性 

能建模方法，使用程序分析和象征性的评价技术进行准确预 

测[1 。Hong和Kim提出了一种简单的分析 GPU模型来估 

计大规模并行程序的执行时间【1引，该模型根据运行线程的数 

量和内存带宽估计并行内存请求的数量。上述分析模型都是 

基于 GPU 的抽象体系结构 ，而本文模型基于分析和 profile- 

based的建模技术。 

3 稀疏矩阵存储格式与算法实现 

稀疏矩阵具有多种存储格式 ，如 C00，CSR，ELLPACK 

和Hybrid等格式。不同的矩阵有其最合适的单一存储格式 

来实现最佳的性能。矩阵分区时，每一块都以适当的格式存 

储，实现性能优于任何单一的存储格式。每种格式在存储要 

求、计算特点、访问和操作矩阵元素的方法等方面不同，存储 

格式的不同主要由矩阵的稀疏模式决定，即系数矩阵中非零 

元素的分布情况。可将存储格式划分为两类 ： 

1)通用存储格式，适用于所有的稀疏矩阵，不需要考虑矩 

阵中非零值的分布情况。 

2)非通用存储格式，需要考虑矩阵中非零值的分布情况； 

对于一些特殊的分布，需要专门的存储格式；该情况下，需要 

对稀疏矩阵进行预分析以得到适用的存储格式。 

3．1 COO格式 

COO是一种通用的易于理解与应用的存储格式，它分别 

采用 3个独立数组存储：行标识、列标识和非 。元素的值；其 

缺点是空间效率较低 。图 1示出了一个 5*4的稀疏矩 

阵，其CO0存储格式如图2所示。 

0 2 0 4 O 

1 2 3 0 0 

O 1 O O 0 

O O 0 l l 

图 1 5*4的稀疏矩阵 

= 曰 丑丑三]二皿  

Colldx=田丑丑=]=Ⅲ口  
Row

． ．Id~=田卫丑ⅡⅡ皿  
图2 coo格式的稀疏矩阵数组 

主要算法如下： 

For(i=0；i~nurn_nonzeros；i+十) 

{y[rows[i]~data[-i]*x[colsEi]]；} 

3．2 CSR格式 

CSR格式(压缩行存储格式)[zl-z22是一种使用最为广泛 

的存储格式，且其基于通用的目的，因此CSR格式也是通用存 

储格式。CSR存储格式 由 3个数组构成 ：A，Col—Idx，Row_ 

Ptr。 

依照行宽方式对稀疏矩阵进行连续扫描 ，提取矩阵中的 

非零元素并保存在数组A中；将数组A中的各非零元素在原 

始矩阵中位置的列索引存储到数组Col—Idx之中；数组Row_ 

Ptr中存放的是原始稀疏矩阵中每行的首个非零元素在数组 

A的Col—Idx中的索引 。设矩阵大小为 M*N，Row_Ptr 

数组的长度则为M+1，Row Ptr[扫中存储的是第i行的偏移 

量，最后将稀疏矩阵非零元素总个数存储在Row_Ptr[M]中。 

图 3示出了利用 CSR存储格式来表示原始稀疏矩阵的方法。 

= 曰]卫丑丑珂  

Cold&=田 丑二][工皿  
。 = 田丑珂  
图 3 稀疏矩阵数组的CSR格式存储示意 

采用 CSR格式除了可减少存储空间之外，数组 Row_Ptr 

可更加容易和便利地对稀疏矩阵进行快速查询；利用 R~_Ptr 

可以得到一些其他信息，例如可以计算特定行(鼢 c! H-1]一 

Ro议LP￡r[妇)之间的非零元素个数，主要算法如下： 

For(i=0；i<num_rows；i++) 

{start=ptr[i~；end=ptr[-i@1]；sum=y[i]； 

For(jj=star；jj<end；ii++) 
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Sum=x[indices[-ij]]*data[-ij]； 

Y[i]=sum；) 

3．3 EI IPACK格式 

ELLPACK格式的构成方式与 CSR类似，即非零元素被 

移动到矩阵的左侧，而零元素被移动到矩阵的右侧，如图 4所 

示 。 

确定最大的行长Max之后，位于Max之后的所有零元 

素将被丢弃。按列宽方式对结果矩阵进行扫描，并将结果矩 

阵的所有元素存储在数组A中，数组A中非零元素在原始矩 

阵对应位置的列索引值存储在数组Col—Idx中。数组 Col— 

Idx中的符号X不需要考虑，因为数组A中填充的零元素对 

计算来说不重要，仅仅是方便对元素进行相同寻址操作，图4 

和图 5是 原始稀 疏矩阵 的 2D ELLPACK数组表示 和 1D 

ELLPACK数组表示。对于每行最多有 K个非零元素的M* 

N稀疏矩阵，ELLPACK格式需要用一个 M *K的稠密数组 A 

来存储，当行中非零元素的个数小于 K时就用零元素填充。 

圈 一 圈 
图 4 2DELLPACK数组 

图 5 1D ELLPACK 数组 

主要算法如下 ： 

For(n=0；n<max_ncols；n++) 

{for(i=0；i<num rows；i++) 

Y[i]=data[n*num_rows+．]*xEindices[n*num_rows+i]]；) 

3．4 Hybrid格式 

Hybrid格式由ELLPACK格式和COO格式结合而成， 

其旨在提高 SPMV内核的计算性能。当矩阵每行所含的非 

零元素个数变化很大时，EL CK格式的性能就会呈级数 

地锐减。相反，COO格式基于通用 目的，其计算性能不受每 

行所含非零元素个数的影响。在实验中，最好情况时 ELL— 

PAcl(格式的 SPMV性能超过 C00格式的，所以 Hybrid格 

式中矩阵的大部分元素用 ELLPACK来存储，剩下的部分用 

C00格式来存储，Hybrid格式的稀疏矩阵数组如图 6所示。 

0 2 O 4 0 

】 2 3 0 O 

0 l O O O 

0 0 0 t 1 

0 2 0 4 0 

l 2 O O O 

O 1 0 0 0 

0 0 O l 1 

J- 

O O O 0 O 

0 0 3 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

图 6 Hybrid格式的稀疏矩阵数组 

4 SPMY性能建模 

性能建模根据硬件属性分析生成基准矩阵和性能模型， 

性能建模过程如图7所示，先计算矩阵strip的大小，生成基 

准矩阵，然后测试基准矩阵的执行时间。找到各种矩阵形态 

在不同存储结构下体现的性能变化特征，从而构建一个有效 

的性能度量模型。CSR和 ELL格式计算矩阵 strip的大小和 

每行非零元素的数量；COO格式只计算矩阵 strip的大小作 

为目标矩阵；HYB格式则分别计算 ELL部分和 CX)O部分， 

再合起来预测目标矩阵的执行时间。最后根据基准矩阵的实 

验结果实例化参数化模型，使用性能模型估计 SPMV内核执 

行时间并将其作为目标矩阵。 

图 7 性能建模工作流程图 

4．1 strip的大小 

strip是GPU在线程满载情况下一次迭代中能处理的最 

大子矩阵。对于大型矩阵，它可能需要多次迭代来处理矩阵， 

因此可能包含多个 strip。矩阵的大小由GPU的物理特性决 

定。对于 SPMV，矩阵 strip的大小计算如下lL2 ： 

ScsR—SM 的数量 *warps／multiprocessor 

SELL一 一SM 的数量 *threads／multiprocessor 

4．2 基准矩阵 

(1)行数的产生 R：R—S×I 

S是一个矩阵 strip的大小，即指 GPU在一个迭代内处 

理行(CSR和 ELL)或非零元素(COO)的最大数量；I是基准 

矩阵或目标稀疏矩阵 strip的数量。 

CSR：S=S(豫 ，1EN 

ELL：S—S口』J，IEN 

COO：S—S0]D，IEN 

(2)列数的产生 C 

列数一定要大于基准矩阵或目标稀疏矩阵每一行 的非零 

元素的数量。由于稀疏矩阵用压缩格式进行存储，因此 C的 

值不会影响性能。 

(3)每行非零元素的个数 P 

在基准矩阵中，假设每一行有相同数量的非零元素。根 

据最大非零元素的个数可以推断出每行非零元素的个数 ，这 

些元素依照相应的稀疏矩阵的格式存储在GPU全局存储器 

中，每个非零元素的值是随机的，GM是 GPU 全局 内存的大 

小(字节数)。 

CSR ∈[1， 

ELL：P~6 E1， ) 

CO0： ∈[1， L rM 而 ) 

(4)strips的数量 

为了获得准确的性能模型，生成一系列的基准矩阵。行 

数和每行中非零元素的个数决定一个基准矩阵。R—S×I(S 

是固定的)，根据上面的标准计算 和P 的值，将其组合后 

每个组合可以表示一个基准矩阵。 

CSR和 ELL：I=1，2，3，⋯，1O。在实验中，最大 的基准 
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矩阵包含1O条 strip，这个数量足够测量性能。 

C00：I一1。每个非零元素由一个线程处理，当在不同的 

基准矩阵中增加每一行的非零元素数量时，只增加 strip次数 

而不增加 strip的数量 。 

(5)每一行非零元素的个数(P ) 

CSR和 ELL：PNZ一4，16，⋯ ，1024，2048，⋯ 

COO：P 一10，20，30，⋯ ，100 

(6)基准矩阵的执行时间 丁 

删除基准矩阵中初始化延迟 ，执行时间如下： 

∑ ((MR×c)× )一∑ ((MR×c)× ) 
丁一 — — — —  — — 一  

其中，MR c是基准矩阵，R，C表示基准矩阵的维数，即行数和 

列数； 是一个随机向量，C表示随机向量的维数；q,(MXV) 

是矩阵向量乘法的执行时间，M 表示基准矩阵， 表示随机 

向量 ；a，卢是 自然数， 

4．3 目标矩阵 

(1)strips(I)的数量 

给定一个目标矩阵具有 NR行和 NNZ个非零元素，strips 

的数量可以按如下计算： 

r NR] 
CSR—J I 

r N ] 
眦 l l 

一 『 ] 
(2)每一行的非零元素的数量 Pk 

在一个 目标矩阵的每一行中，D是由非零元素的个数组 

成的集合。及 是在一个目标矩阵的每一行中非零元素的数 

量组成的数据集。 

cSR：P 是集合 D 中的众数。 

ELL：P 是集合D 中的最大值的集合。 

5 性能建模及实现 

strip的数量即为每一行非零元素的数量，基准矩阵的执 

行时间具有数量之间的关系，因此可以根据这些关系估计 目 

标矩阵中 SPMV内核的执行时间。 

5．1 CSR内核 

首先建立以下关系：当基准矩阵集中矩阵strip的数量相 

同时，对每行非零元素的数量(z)和基准矩阵的执行时间( 

建立关系 Relationship-1：Jr—E( )，如图 8一图 1O所示。基 

准矩阵集中矩阵每一行的非零元素数量相同时，strip的数量 

( )和执行时间基准矩阵( )建立关系 Relationship-2： — 

( )，如图 11和图 12所示。 

图 8 每行非零元素的个数和执行时间的关系(PNz<threshold) 

图 9 每行非零元素的个数和执行时间的关系(P~>threshold) 

图 1O 每行非零元素的个数和执行时间的关系 

由图 1O可知，根据数据点拟合的曲线在 1000附近出现 

交点，表明当每行非零元素个数在 1000左右时存在一个交界 

的阈值，每一行的非零元素比它更小或更大时线性关系是不 

同的(取 1024作为阈值)。 

The Number of Matrix Strips 

图 11 strip的数量和执行时间的 图 12 strip的数量和执行时间 

关系(PNz<threshold) 的关系(PNz>threshold) 

根据目标矩阵的每一行非零元素的数量 (用Xo表示)， 

从 Relationship-1得到 丁1，丁l—E(勘)。T2是任意已经测试 

的基准矩阵M 的执行时间。根据目标矩阵的 strip数量 (用 

yo表示)，由 Relationship-2得出 TO— (yo)，矩阵 M 每一行 

的非零元素的个数设定为 Relationship-2中每行非零的数量。 

估计 目标的执行时间矩阵 ，To=(丁1／T2)*T3。 

5．2 ELL Kernel 

首先建立如下关系：通过一个具有相同strip数量的基准 

矩阵集( 表示 strip数量)，建立每行非零元素的数量 z和基 

准矩阵的执行时间 T之间的关系Relationship-1：T=，(Y1)* 

X+g(y1)(见图 13)。 

图 13 每行非零元素的个数和执行时间的关系 

通过 strip数量不同的基准矩阵集合，利用Relationship-1 
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建立基准矩阵strip的数量 Y与相应的线性方程组系数 ，之 

间的关系Relationship-2：_厂( )(见图14)。设基准矩阵集合中 

各矩阵每一行非零元素数量相同(用 表示非零元素数量)， 

建立 strip数量( )和基准矩阵的执行时间(P)的关系Rela— 

tionship-3：e( )一_厂( )*Xl+g( )(见 图 15)，从 而得到 

g( )一 ( )一厂( )*z1。 

{ 
童 

8 
嚣 

毒 

The Num[~er of M atrix Strips The Numl~zr of M atrix Strips 

图 14 strip的数量和线性方程系 图 15 strip的数量和执行时间 

数的关系 的关系 

给定一个目标矩阵，估算目标矩阵的执行时间 ，T0= 

_厂(y)*X+g(y)，这里 x，y分别是 目标矩阵中每行非零元 

素的个数和 strip的数量。根据 目标矩阵中 strip的数量，由 

Relationship-2获得线性方程的系数 -厂(y)，由 Relationship-3 

得到 g(1I)一e(Y)一，(y)*y。 

5．3 C0o Kernel 

首先建立 strip的数量(z)和执行基准矩阵时间(T)的关 

系 Relationship-1：T—E(z)，如图 16所示。 

图 16 strip的数量和执行时间的关系 

计算目标矩阵中非零元素的总数，利用 Relationship-1， 

估计 目标矩阵的执行时间 ，得到 T0=E(xo)。 

5．4 In，B Kernel 

因为 HYB是 ELL、COO的组合，可以利用 5．2节和 5．3 

节的关系。目标矩阵计算 HYB的临界值分为两部分：ELL 

和 COO。计算 目标矩阵 COO部分非零元素的总数量。计算 

目标矩阵 strip的数量 ，在 ELL中用 Xl表示 ，在 C00中用 X2 

表示。用 HYB中 threshold的数量 作为目标矩阵 ELL部 

分每行非零元素的数量 Y ，Y 一ZO，估计目标矩阵 ELL部分 

7"1一_厂( 1)* 1+g( 1)，CO0部分 T2：E(x2)，目标矩阵的 

执行时间 To一7"1+丁2。 

6 实验结果及分析 

本文的GPU运行环境为NV~IA，采用了Windows 7操 

作系统，使用 Intel(R)Core(TM)i7 920 CPU，开发环境为 

VS 2010 IDE，2块显卡 中 NVI【)IA Geforce 9600用来显示， 

NVIDIA Tesla C2O5O用来计算。使用NIVIDA jI)A的编 

译器NVCC将 CUDA内行代码编译，生成执行在GPU上的 

设备代码。测试的稀疏矩阵来 自于 Timothy Davis的稀疏矩 

阵集 ]，这些稀疏矩阵来 自于各种不同的实际应用，包括经 

济学、流行病学、有限元分析模型、蛋白质、网络结构等，也经 

常出现在其他科研工作中[26 28]。数据的规模如表 1所列。 

表 l 测试矩阵集 

性能建模的准确性至关重要，因为它是准确报告最优解 

和性能优化的基础，本文对其执行时间和性能差异率进行评 

价。CRS，C00，HYB格式使用 14组测试实例，ELL格式使 

用 8组测试实例，在 NVIDIA Tesla C2050上运行。 

图 17一 图 2O示 出 了 CSR，ELL，HYB，COO格 式 的 

SpMV性能模型预测时间和实际测量时间。 

图 17 CSR在性能模型的预测时间 

图 18 ELI 在性能模型的预测时间 

图 19 HYB在性能模型的预测时间 
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图 20 coo在性能模型的预测时间 

图 2l示出了绝对性能差异率百分 比。有 14组测试实 

例，包括 CSR，COO，HYB格式，用 8组测试实例评估 ELL格 

式。实际执行时间与使用本文构造的模型预测的时间较一 

致 ，性能预测和测量之间 的差异不到 9％。对 CSR，ELL， 

C0O，HYB格式的平均差异分别是 4．73 ，4．68V0，2．84 ， 

5．22 。 

图 2l 绝对性能差异率百分比 

结束语 度量不同形态的矩阵在各种存储结构下乘法运 

算的时间效率，是大数据平台规划中一个重要的观测指标，同 

时也是构造此类系统的重要指标。本文针对 CSR，ELL， 

C00，HYB 4种格式，通过大量测试数据集合实际运行得到 

的观测数据，找到运行时间、数据集合形态以及存储模型之间 

的关系，并建立起它们 的关系模型函数 ，分别提出性能模型、 

预测目标矩阵的执行时间。通过实践测试对比，使用模型函 

数预测的测试数据集合的执行时间与实际运行时间之间的误 

差在稳定的有限偏差阈值之内，证明了该模型具有一定的实 

用性。 
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