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一 种基于线性代数的计算和数据自动分解算法 ) 

韩 林 赵荣彩 董春丽 张 平 

(解放军信息工程大学 郑州450002) 

摘 要 在针对分布内存体系结构的并行识别技术中，如何对计算和数据进行合理分解，以增加数据引用的本地化、 

减少处理器闻的通信是提高并行程序性能的关键 本文通过对Anderson-lam分解算法完整性的补充 给出了一种可 

实现无通信的计算划分和数据分布算法，并阐述了对该算法在工程实践中的一些优化考虑。 
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Abstract Increasing the locality of data references and minimizing communication of processors by computation and da— 

ta decomposition are the key optimization for achieving high performance on large-scale parallel machines．A compiler 

algorithm that automatically finding computation and data decomposition with no communication based on Anderson- 

lam algorithm is described，and some improvement On engineering implement is also mentioned in this paper． 
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1 引言 2 计算和数据分解概述 

在分布式存储环境下，各个计算节点拥有自己的存储器， 

节点间的通信通过消息机制来进行。由于计算节点访问本地 

存储器的速度远远快于通过网络访问异地存储器的速度，因 

此在自动并行化过程中如何对串行代码进行正确的分析，找 

出其中可并行的部分并且进行合理的计算和数据分解，从而 

达到在本地计算时只需访问本地存储器，即并行的分布和数 

据的本地化，已成为并行化编译的关键技术。 

我们称映射计算到并行机的各个计算节点为“计算划 

分”，将计算所引用的数据存放到各计算节点的本地存储器为 

“数据分布”。Anderson和Lain提出了一种能够对计算和数 

据进行自动线性分解的算法 该算法适用于循环嵌套中对数 

组元素的访问能够被循环索引变量线性表示，即数组的下标 

是循环索引的仿射函数 算法通过对计算和数据并行化时约 

束条件的分析给出划分结果。基于对该算法的深入研究，我 

们发现该算法的约束条件不能够完全满足分解需求，在一些 

特定的情况下会产生大量的通信，因此对该算法进行了合理 

的补充 

本文讨论的分解算法适用于分布内存和共享内存体系结 

构，可应用于并行化编译器进行过程内计算和数据的静态自 

动分解，使得每一个循环嵌套和每一个数组有唯一的分解结 

果，结果以矩阵或者不等式的形式给出。在算法分析过程中， 

我们仅考虑将计算和数据分解到虚拟处理器上，即假定虚拟 

处理器个数和维数满足分解的要求，而不考虑虚拟处理器与 

物理处理器间的映射关系。 

寻找单循环嵌套内的最大并行性和本地化技术已经比较 

成熟[1 ]，许多研究者也致力于如何有效地将特定的单循环 

嵌套映射到并行机上【3 ]。我们称针对单循环嵌套的优化为 

局部分析，而如何进行全局的优化分析，即对程序中出现的多 

个循环嵌套进行最优的并行性和本地化分析则是一个需要解 

决的问题。 

求解一个好的分解结果是困难的，KermedY和Kremer表 

明寻找最佳的数据分布模式的问题是 NP完全问题[6]。这是 

因为，首先我们有许多种选择来进行计算和数据的分解。怎样 

选择最优是面临的问题；其次分解需要在整个程序内进行全 

局的考虑，并且数据和计算分解是相互关联的，在分解时要考 

虑到彼此的影响。我们假定程序中的每个循环嵌套已经做了 

各自的优化，并且应用幺模转换技术寻找到外层的最大并行 

性[2 ]，经过上述处理后，每个循环嵌套规范为完全可置换的 

形式。算法针对程序中的多个循环嵌套进行全局并行分析， 

建立一组满足分解条件的约束等式，通过解方程来找到数据 

分布和计算划分结果。 

定义循环迭代空间L为一个z维空间，用于表示深度为l 

的循环迭代，其空间中的任意一点表示循环嵌套的一次迭代， 

可用其索引向量 i一(i ，i2，⋯，i )来表示；数组下标空间A是 
一 个m维的空间，用于表示m维数组，其空间中的任意一点 

表示该数组的一个元素，可用向量a一(m，a。，⋯，n )来表 

示；处理器空间P是一个 维的空间，用于表示 维的虚拟 

处理器，其空间中的任意一点表示一个处理器的位置，可用向 

量；=( ，p2’．I．， )表示。 
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定义数组仿射函数 ，( )一Fi+卢表示z维循环迭代空间 

到 维数组下标空间的映射，其中F是一个 z*m的线性转 

换矩阵，卢是常向量；定义数组分布仿射函数 ( )=Da+ 表 

示m维数组下标空间到n维处理器空间的映射，其中D是一 

个n*m的线性转换矩阵，占是常向量。定义计算划分仿射函 

数f( )=Ci+y表示z维循环迭代空间到n维处理器空间的 

映射，其中( 是一个 n*z的线性转换矩阵，y是常向量。算 

法的目标就是为程序中的每一个循环嵌套和每一个数组寻找 

到唯一的c( )和 (n)仿射函数，指示计算和数据到虚拟处理 

器如何分解。 

3 线性分解算法 

假定某个循环嵌套有 z层，其计算划分矩阵为 c，那么该 

循环嵌套的并行度为 rank(c)，并且 rank(c)一z dim(N 

(c))，其中N(c)为矩阵c的核空间。对于数组分解矩阵D 

和计算分解矩阵c，其核空间在物理上的意义是指需要被分 

配到同一个处理器上的数据和计算。因此最大化并行就意味 

着寻找到一个 rank(C)尽可能大的线性分解结果，也即核空 

间N(c)的维数最小。核空间的引入使得我们能够用一种简 

洁的方法表示那些需要被分配到同一个处理器上的数据和计 

算，当增加一个新的分解约束条件时，仅需要更新核空间，而 

不必重新计算分解等式。因此在最终的算法实现时，可以首 

先求解分解矩阵的核空间，然后再求出对应的分解矩阵。 

数据和计算在分解时是相互影响的，我们使用干涉图G 

( ， ，E)来描述程序中循环嵌套对数组的访问情况，其中 

节点表示循环嵌套。 节点表示数组，如果某个循环嵌套 

对数组进行了访问，则它们之间存在访问边E。 

考虑到计算和数据之间的紧密关系，到某个处理器上执 

行的计算，它所引用的数据也应该被分布到相应的本地存储 

器上，假设循环嵌套J的计算划分矩阵为c ，数组x的数据 

划分矩阵为D ，且在循环嵌套 中对数组x的第忌次访问函 

数为 。对于所有的循环迭代 i有公式 

D (
， ，
( ))+ 一c，( )+yf_8J (1) 

完全符合上述公式的分解为无通信分解。公式中的占向 

量和y向量指出了分解时必要的偏移，在算法实现时我们先 

将其忽略，待计算划分矩阵CJ和数据分布矩阵D 求解完成 

后再行推导。公式简化为 

(；)一cJ( (2) 

线性分解算法通过研究上述等式成立时，分解矩阵CJ和 

D 的核空间必须满足的条件来限定分解时计算和数据需要 

遵守的约束。通过对此算法的仔细研究和代码实现时的检 

验，我们发现该算法有时会产生大量的通信。下面我们把 

Anderson和larn算法中的核空间约束等式和自己发现的约 

束等式一起列出，基于该组约束等式，可以得到一组完全无通 

信的分解，以下约束等式基于公式(2)。 

同步约束：该等式描述了循环嵌套中需要被分配到相同 

处理器的迭代。考虑在一个循环嵌套中存在同步约束，当外 

层循环并行时，内层需要同步的循环需要被分配到相同的处 

理器上 

假设循环嵌套J的深度为z，其中外层循环 1⋯ 可并行， 

内层循环g一(s+1)⋯z存在同步。那么循环迭代i和i+ 需 

要被分配到同一个处理器上，此处 是z维空间中第q个元 

素向量。公式描述为G( + )一cj( ) Cj(( —e )--i)一r0 

G( ) ，即 

e ∈N(CJ) (3) 

迭代约束：该等式保证当一个循环嵌套的多次迭代对某 

个数组的同一元素进行访问时这些迭代被分配到同一个处理 

器上。 

假设循环嵌套 的两次迭代i 和i 访问了数组 x的某 

个元素，由数组仿射函数推出。当 (i )一 ( z)时，迭代 

和i 访问数组x的同一个元素，即 (i 一i。2)一O。令t： 

i --iz，则有 j∈N(R )。由式(2)得知，如果t∈N(DTF )，那 

么 t∈N(CJ)。又 因为 N(DTF )≥ N( ，)，因此 由 t∈N 

( )，可以推导出t∈N(c，)，即 ‘ 

Vt∈N(F )，t∈N(c ) (4) 

单环访问约束：该等式描述了当一个循环嵌套对某个数 

组进行多次访问时，对该数组分布的约束 Anderson和lam 

忽略了该约束等式。经过理论验证和实验我们发现，如果没 

有此约束条件，某些例程在代码自动生成时有通信产生。 

假设 和F毛表示循环嵌套J对数组x的两次访问，那 

么在引用图G 中循环嵌套 和数组x之间存在一个简单的 

环。由式(2)可推导出等式 F ( )=G( )和等式 F ( ) 

一  ( )都成立，推导得 (B ( )一玛 ( ))=o成立，即 

range( ( )一 ( ))∈N( ) (5) 

多环访问约束：该等式保证某个数组被多个循环嵌套引 

用时，对该数组分布的约束。多环约束的作用是保证对每个 

数组仅存在单一的分解矩阵。多环访问的判定条件是，当干 

涉图G 中存在由数组x出发到数组 y的多条不同路径，则 

存在多环访问。在工程实现时，还应该考虑由于访问传播引 

起的多环约束。 

假设在干涉图G( ， ，E)中存在节点 ， ∈( U 

)，不失讨论的一般性，假设 ， ∈ 。如果有路径( ， 

⋯ ， ， ⋯ ， )，则至少存在两个循环嵌套分别访问了数组 x 

和数组y。假设这两个循环嵌套分别为 和L ，那么满足 

式(2)，等式D F ( )：p F ( )=G ( )和D F ( )= 

D F ( )=G(i )成立。考虑对数组 x的约束得 D 一 

F (i ) ( )和Dy—DTF ( ) (i )成立，消元 

推出 ( (i ) ( )一 ( ) ( )) o，即 

range( ( ) 叫 ( )一 ( ) 一 ( ∈N( ) 

(6) 

计算约束传播：前面4个约束等式阐述了并行分解时，一 

个数组中的哪些元素应该被映射到相同处理器，以及循环嵌 

套中哪些迭代应该被映射到相同处理器。下面两个约束等式 

将要阐述计算和数据分解矩阵核空间如何相互影响和传播。 

计算约束传播等式保证了每个循环嵌套中映射到相同处 

理器上的迭代，所引用的数组元素也被映射到相应的处理器 

上。假设循环嵌套 Lj中的迭代it和iz被映射到相同的处理 

器，那么它们所引用的数组 x中的元素也应该被映射到该处 

理器。由计算划分仿射函数，当等式 CJ( )一G(i2)满足时， 

迭代i 和i 被映射到同一个处理器，即等式 CJ( 1一iz)-----0 

成立。设向量 一iz，推导得 i∈N(cJ)。由式(2)可知等 

式 DT ；一c 一O成立，可知 ￡∈N( )，即： 

span{；l；一 ￡，t∈N(cf)) N(D ) (7) 

数据约束传播：该等式保证引用本地数组元素的循环迭 

代也被映射到本地的处理器。假设循环嵌套 中的循环迭 

代i 和i 引用了数组 x中相同的元素，那么这两个迭代也 

应该被映射到相同的处理器。依然令向量 — --i2，由式(2) 
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知 F ￡一cJ￡=O成立，那么当 砖 t∈N(D )时，有 t∈N 

(G)，即 

span{￡I砖￡∈(N(D )nrange(玛 ))} N(c ) (8) 

利用约束等式(3)，(4)，(5)，(6)初始化计算与数据分解 

矩阵核空间，利用约束传播等式(7)。(8)完成约束等式在计算 

与数据之间的传播，可以求得一组计算与数据分解矩阵核空 

间的解。当分解矩阵核空间矩阵满秩时表示无并行分解，否 

则存在无通信的并行分解。 

定理 1 求解分解矩阵核空间的算法能够终止。 

证明：在干涉图G 中，对于任意 ∈ 和Vf∈yf，向量 

空间 N( )和 N(cJ)在算法执行过程中单调增。最坏情况 

下向量空间扩展为全空间，算法结束。 

定理2 基于等式(2)和上述约束等式求出的计算和数 

据分解矩阵核空间是最小的。 

证明：算法仅使用约束等式(3)，(4)，(5)，(6)作为核空间 

初始条件，使用约束传播等式(7)，(8)保持计算和数据约束的 
一 致性，最终找到一组稳定的分解矩阵核空间。因为求解计 

算和数据分解核空间算法中各约束等式是必要的，因此求解 

的核空间的约束条件最少，根据此条件得到的核空间的解也 

最小，此时计算和数据并行性最大。 

定理3 算法的解是计算和数据无通信分解时矩阵的核 

空间。 

证明：算法将循环嵌套中存在的同步、迭代和它们引用的 

数组元素、数组元素和引用它们的迭代都放置到同一个处理 

器中，仅对完全可并行的计算和数据作了分解处理，因此最后 

的分解无数据依赖问题，即是一种无通信的分解。 

由上述算法可以确定数组分布和计算划分矩阵的核空 

间，在干涉图G 的一组相互关联的计算节点和数据节点中， 

选定其中一个分解矩阵作为基准，通过计算与数组关联等式 

(2)，可以推导出其它的计算划分矩阵和数组分布矩阵，该过 

程称之为方向对准操作 

如果给出的分解矩阵中所有的C和D都为零矩阵，说明 

利用该算法分析的串行代码无法并行，需要在一个处理器上 

串行执行，否则存在无通信的分解 对于某个循环嵌套 LI， 

其并行度为rank(cJ)，假设该循环嵌套有 z层，那么并行度也 

可以表示为／--dim(N(cj))。同理，对数组也有此分析结果。 

因此分解矩阵核空间的维数越大则并行性越小，分解矩阵的 

秩越大并行性越大。 

最终的线性分解结果由线性分解矩阵和偏移向量组成。 

将计算分解矩阵C和数据分布矩阵D代入式(1)，使用贪心 

算法递归推导出最终分解需要的向量偏移。循环嵌套 的 

偏移向量为 
一 咄 + (9) 
同理，对于其它访问该循环嵌套的数组y的分解偏移向 

量为 
一  一 p岛 (10) 

上述等式中，数据分布矩阵 n 和D 已知，向量口是我 

们读取的数组仿射函数中的偏移向量，因此可以利用贪心算 

法求得一组稳定的偏移向量的解。 

4 一个线性分解的例子 

‘ 假设代码段中存在如下所示的两个循环嵌套 L 和Lz， 

每个循环嵌套中有两层循环，共引用了X，y，Z3个两维数组。n 

经单循环嵌套局部分析可得，循环嵌套 L 中两层循环可做 
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doall并行，循环嵌套 L2中的第一层循环做 doacross流水并 

行，第二层做 doall并行 

(1)for i：0 to N do 

for ；0 to N do 

vEi，力+=XEi，力； 

(2)for i；0 to N do 

for J。0 to N do 

zEi，力=ZEj， ]+yD， 

下面使用算法对该段代码进行分析。我们将讨论使用所 

有约束等式分析的结果，以及不使用单环约束等式(5)分析的 

结果，以阐述单环约束等式在无通信分解时的必要性。 

首先讨论使用所有约束等式的分析。利用前4个约束等 

式对分解矩阵的核空间初始化。由于该段代码仅在循环嵌套 

第一层做流水并行，因此同步约束等式(3)对Lz进行约束，将 

第一层循环置于同一个处理器中，即span{(1，0)}∈N(C2)l 

考察代码中所有的数组访问线性转换矩阵F满秩，那么F矩 

阵的核空间为空，因此迭代约束等式(4)对分解矩阵无约束； 

该段代码中第二个循环嵌套对 z数组多次引用，即存在单 

环，使用单环约束等式(5)有span{(1，1)}∈N( )成立；代码 

对应的干涉图 中不存在多环，因此多环约柬等式(6)对核 

空间没有增加约束。利用计算和数据传播约束等式(7)，(8) 

进行约束传播，最终的计算和数据分解矩阵都为空。说明该 

段代码无法找到一组无通信的划分。 

下面我们不使用单环约束等式(5)参与对分解矩阵核空 

间的初始化，由上文的分析可以看出，仅有同步约束等式(3) 

做了约束。利用计算和数据传播约束等式(7)，(8)为核空间 

进行传播，并选择数组 X作为对准操作的基本方向，最终的 

分解结果为cl[1 0]。c2[0-1]， [1 0]， [1 0]， [0 1]。 

该划分在一维处理器空间上对循环嵌套L 、数组X和y按 

行划分，对循环嵌套 和数组 Z按列划分。考察循环嵌套 

Lz中的数组 z，该数据分解后依然存在依赖关系，并且读数 

组元素不在本地处理器，因此存在通信。 

5 算法在工程实现中的改进 

基于该算法的优化编译器能够对串行代码进行 自动分 

解。如果存在并行，说明并行部分计算和数据严格的对准，是 
一 种无通信的分解结果，编译器以矩阵或者线性不等式的形 

式给出分解结果，否则编译器报告所分析的串行代码不能够 

并行。在工程实现时我们发现，按照该算法实现的优化编译 

器在并行识别时会损失许多形式的并行性，因此考虑放松约 

束等式，尽可能利用程序中的并行性。 

流水并行是一种常见的并行方式，在流水并行中允许循 

环嵌套内存在同步信息。如果循环嵌套内数据依赖关系的距 

离向量是有限的，我们放松同步约束等式(3)，允许存在流水 

并行的迭代被分配到不同的处理器上，但依然限制依赖距离 

向量为无限，或者单循环嵌套内不能进行完全可置换变化的 

子循环进行并行。此时的分解结果无数据重组，但存在少量 

因数据依赖产生的通信。 

复制只读数组以提高并行机的执行是一种通用的技术。 

假设只读数组 x的某个元素被不同的迭代同时访问，如果对 

该数组元素进行复制，那么就不必映射这些迭代到同一个处 

理器上。因此对只读数组可以放松迭代约束等式(4)，在数据 

分布时对只读数组在各处理器或者处理器某维上广播，此优 
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点锁序和事务 丁锁序。若所有的事务均按上述规则加锁，则 

这样的两段加锁机制是无死锁的。 

证明：设系统在 t。时刻，该结点的结点锁顺序为；L(̂ z) 

<L(Rz)<⋯L(R )，事务 申请对文件F 加锁，若有 L 

(̂ )<L( )，则不会形成相互循环的等待状态，这由“<”的 

定义是显然的；若某次申请不满足L(̂ )<L(FJ)，则说明本 

次申请的加锁和已有的加锁产生了冲突，从而形成了死锁的 

必要条件；但由于对冲突加锁的事务做了回滚操作，同时从结 

点锁序和事务 锁序中删除了相应的加锁，从而打破了 

等待的条件，而事务 的再次加锁只能满足L(A )<L 

(FJ)，这也就形成了一种按动态序加锁的方法。故不会形成死 

锁(证毕)。 

2 无死锁的 2P-L实现 

2．1 结点加锁管理器的数据结构 

(1)描述该结点锁序的双向队列POF：队列的每个结点 

为一结构类型，成员有文件名、写(Lw)或读锁 (h)标记、实 

行加锁的事务名以及前向和后向指针，其头结点的两个指针 

分别指向队列的第一个元素和最后一个元素； 

(2)描述每个事务锁序的队列 TiQF：结点的结构除没有 

事务名外，其余相同。 

结点加锁管理器采用分布式管理。 

2．2 算法描述 

当事务 要求对该结点的某个文件 F加锁时 

(1)取出PQF的最后一个元素的文件名 、以及锁类型 

描述(Lw或Lr)； 

(2)扫描队列PQF，若F位于 之前且申请的加锁不属 

于共享锁，则转(5)否则转(3)； 

(3)若PQF队列中没有F，则将对 F的加锁插入到 POY 

和TiQF的队尾i 

(4)若本次对F的加锁是共享锁(本次申请读文件F，而 

PO．F中对文件 F的加锁也为读锁)，则将本次加锁插入到 

QF的队尾，PQF队列不变； 

(5)把所有的对文件 F加锁的子事务回滚(这些事务名 

从 PQF可以查出)，并从 PQF和相应的TiQF队列中删除该 

事务对文件F的相应加锁(原有的其它锁序不变)； 

(6)所有事务的提交，都应从 QF和 PQF中删去相应 

的加锁 算法的正确性是显然的。 

结束语 本文采用类似按序分配资源以预防死锁的方 

法，给出了两段加锁无死锁的充分条件，同时给出了加锁管理 

器的实现方法，由于结点和事务的锁序是按事务访问文件的 

顺序安排，且由于事务的回滚，原有的锁序也会发生改变。而 

不是事先规定的锁序。所以，它的效率和按序分配资源有本质 

的区别，该算法的实现也仅是几个队列的线性查找、删除、插 

入。算法复杂度为o(n)，是完全可以接受的。算法的缺陷在 

于：(1)如何最大限度的减少事务回滚的次数；(2)若在同一结 

点或不同结点存在一个或多个副本时，如何优化该算法，还需 

进一步研究。 
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化不影响分解的正确性。 

如果在一个循环嵌套内存在对某个数组的多次访问，单 

环约束等式(5)往往会导致无法并行。而此类串行代码大量 

存在，为了使得算法更具有一般性可放松该约束等式。由于 

在计算划分和数据分布的过程中保留了依赖关系，因此对分 

解之后的代码仍可以运用依赖分析技术进一步的处理。这一 

步可以在代码自动产生时使用数据调整技术完成，通过在 

SP咖D代码中增加显示的通信语句得到解决。 

小结 本文主要阐述了在分布式存储环境中的一种基于 

线性代数的计算和数据自动分解算法，基于该算法实现的并 

行化编译器能够自动对串行代码进行无通信的分解。通过对 

计算划分和数组分布并行条件的深入分析，我们给出了完整 

的无通信分解约柬等式，并对算法作了形式化的描述。在工 

程实现的基础上，为了增加算法的实用性，我们逐步放松了某 

些约束等式，并且对相应出现的分解结果进行了分析和实现， 

使得该算法的处理能力进一步的增强。 
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