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摘 要 本文提出了两个图支配集问题的变形即c强支配集和完全支配集问题。这两个问题都有重要的实际应用背 

景。我们证明了它们的判定问题是NP完全的，并且给出了它们相应优化问题的近似算法以厦算法的近似度分析。 
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1 引言 

图的支配集问题在计算机网络和通信领域中有着重要的 

应用。形式上，支配集可描述如下：给定无向图G一(、，，E)， 

其中、，是大小为n的点集，E是边集，那么 、，的一个子集S 

称为支配集当且仅当对于、，～s中任何一个点 ，都有S中的 

某个定点“，使得(“。口)∈E。这时我们称点 “支配点 并把 

S中的点称为支配点。支配集的判定问题就是判定图G中是 

否有大小不大于正整数k(七≤ )的支配集。其优化问题就是 

求出规模最小的支配集。支配集的判定问题是 NPC(即NP 

完全)的[1 ]。在这篇文章里，我们研究支配集问题的两个变 

形。首先给出与这些问题相关的定义 

定义 1 在图G=(、，，E)中。、，的一个子集S称为C强支 

配集(C是某个固定的常正整数)当且仅当对任何一个大小不 

小于ISI—C的S的一个子集S ，对于、，一S中任何一个顶点 

，都有S 中的某个定点“，使得(“， )∈E。 

定义2 在图G一( E>中，V的一个子集S称为完全支 

配集当且仅当对于、，中任何一个点 ，都有 S一{ }的某个点 

“，使得(“， )∈E。 

由此，得到 强支配集(完全支配集)的判定问题：在图G 

中是否有大小不大于正整数 k( ≤n)的C强支配集(完全支 

配集) 这两个问题都有着相应的应用背景，简单说就是：当 

支配集S中某些点(点数不大于C)失效即不能支配其它点了 

但是支配集 S剩下的支配点仍能够支配、，一S的点，这时支 

配集的求解就是 C强支配集问题；对于完全支配集问题，当 

要求支IlIi 集 S中的点自身没有对自己的支配权而须由别的 

点支配的时候，这时支配集的求解就是完全支配集问题。C 

强支配集和完全支配集的优化问题都是求解最小的相应支配 

集。 

C强支配集和完全支配集的判定问题都是 NPC的。本 

文的第2节给出这两个问题的 NPC证明。第 3节则给出这 

两个优化问题的近似算法和近似度分析。 

2 C强支配集和完全支配集判定问题的 NPC证明 

在这节里，我们先证明C强支配集和完全支配集判定问 

题的NPC证明，它们都是通过3SAT判定问题多项式规约来 

证明其NPC。 

定理 1 C强支配集判定问题是NPC的。 

证明：首先我们先证明该问题是 NP的。对于一个无向 

图G=(、，，E)和一个整数 k，我们给出的一个验证是、，的一 

个子集s 这时验证算法首先验证f s f≤ ，然后验证以下是 

否正确：任何一个大小不小于lsl—c的s的一个子集s ，使 

得对于、，一S中任何一个顶点 ，都有 S 中的某个定点“，使 

得(“， )∈E。容易知道这个验证算法是在多项式时间内完 

成的，因此该判定问题是NP的。 

下面我们通过将3SAT问题多项式规约到该问题来证明 

其NP-hard。 

令一个 3SAT问题的实例是一个合取范式 ，其含有 m 

个变量即变量集x={Xl，砘．⋯，Xm}和 个子句c ，C2，⋯， 

(每个子句里含有三个互不相同的文字)。现在通过 构造图 

G：对于每个子句fj(1≤ ≤z)，构造一个标志为 cj的点；对于 

每个变量 zI(1≤ ≤m)，构造含有 3(C+1)个点的子图G：其 

中C+1个标志为Xi，C+1个标志为五，另还有剩下的 C+1 

个点没有标志。标志为丑 和z 的任两个点有边相连，每个没 

有标志的点和每个有标志(z )的点有边相连，而任两个 

有相同标志的点没有边相连(如图 1显示了C=1时G 的构 

成) 最后对于每个子句0(1≤ ≤z)里面出现的文字Y，标志 

为cj的点与G 中标志为Y的点有边相连。比如： 
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{5=( V V z3)̂ ( V—X3 Vx4)̂ ( 2 V曲 V ) 

C=l 

对应的图G如图2所示。 

图1 C=-I时子图G 的构成 

易知每个子图G是多项式时间可构造的，所以图G的 

构造是多项式完成的。 

q 岛 G‘ 

图2 C；1时根据{5所构造的G 

现在证明 是可满足的当且仅当图G有大小为(C+1) 

的C强支配集。 

当 是可满足时，这时在变量集x中有可满足赋值 

使，I为真，对于图G构造D----{∥{ 的标志是j，，并且在赋值 

中Y值为真} 容易验证D为图G的大小为(C+1) 的C 

强支配集。 

当图G有大小为(C+1) 的c强支配集时，令其为 

D 

引理 1 设G有大小为(C+1)m的C强支配集，则每个 

子图6(1≤ ≤ )中恰有 C+1个支配点。 

证明：假设在子图G(1≤ ≤ )中的支配点个数小于 c 

十l即不大于C。因为子图G 中含有 c十1个没有标志的 

点，那么如果在子图G 中的所有支配点失效时，至少有一个 

未标志的点没有被支配到，与 C强支配集的定义矛盾，所以 

每个子图G 中含有的支配点不小于C+l。又因为JD J：(C 

+1)m和子图G 共有 个，所以每个子图G(1≤i≤m)中恰 

有C+1个支配点。 

由引理l得知c强支配集D是由每个子图G，(1≤ ≤m) 

中C+1个支配点构成的，因此每个标志为 0(1<~--j≤z)的点 

都不属于C强支配集D。 

引理2 设G有大小为(C+1)m的C强支配集，则每个 

子图G(1≤t≤m)中的C+1个支配点要么都是有标志且都 

为相同标志的点，要么都是没有标志的点。 

证明；假设这c+1个支配点中既含没有标志的点又含 

有标志的点，那么这些有标志的支配点个数不大于C，并且这 

些支配点中既有标志的也有没有标志的。当有标志的支配点 

都失效时，在C强支配集D 中就没有点来支配在G 中那些 

没有标志的非支配点，与C强支配集的定义矛盾，所以这些 

支配点要么都是没有标志的，要么都是有标志的。现在假设 

这些支配点都是有标志的但都不是同一标志，那么具有同一 

标志的支配点个数必不大于 c并且剩下那些有标志的非支 
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配点也都是不具有同一标志。不失一般性，假设在G 中标志 

为z 的那些支配点都失效时，那么就没有点来支配那些标志 

为∞的非支配点，与C强支配集的定义矛盾，所以这些 C+1 

个支配点要么都是有标志的且都为相同标志的点，要么都是 

没有标志的点。 

这样对于在每个图G 中的这些支配点，如果是有标志 

的，那么令所标志的对应文字(z 或 )的真值为真，否则令 

zi为任意真值。可以看出这样得到的x的赋值能使≯满足。 

定理2 完全支配集判定问题是 NPC的。 

证明：首先我们先证明该问题是 NP的。对于一个无向 

图G=< ，E>和一个整数 寿，我们给出的一个验证是y的一 

个子集S。这时验证算法也首先验证{S{≤南，然后验证以下 

是否正确；对于V中任何一个点 ，都有 S一{ )的某个点 ， 

使得(“，口)∈E 容易知道这个验证算法也是在多项式时间 

完成的，因此该判定问题是 NP的。 

跟定理 1类似，该问题 NP-hard的证明也是通过 3＆ 

来证明的。 

令一个3SAT问题的实例是一个合取范式 ，其含有 m 

个变量即变量集X={ ，也，⋯， )和 z个子句c1， ，⋯， 

(每个子句里含有三个互不相同的文字)。现在通过 ，l构造图 

G；对于每个子旬0(1≤ ≤z)，构造两个标志为点0的点；对 

于每个变量五(1≤ ≤ )，构造两个三角形 ， (1≤ ≤m)， 

每个三角形各含有标志为∞，．Zi的点和没有标志的点，并且在 

这两个三角形之间具有相同文字的点有边相连 最后对于每 

个子句 fJ(1-．~j≤z)里面出现的文字 ，两个标志为0的点分 

别与两个△l中标志为1)，的两个点相连。例如： 

庐一(zI V V礼)̂ ( I V船 VX4)̂ ( V劫 V ) 

构造的图G如图3所示。 

图3 根据{6构造出来的G 

易验证图G的构造是多项式完成的。现在证明{5是可满 

足的当且仅当图G有大小为2m的完全支配集。 

辛 当 是可满足时，这时在变量集中有可满足赋值 

使 为真，这时对于图G构造D={口j口的标志是Y，并且在赋 

值口中 值为真)。容易验证 D为图G的大小为 2m的完全 

支配集。 

当图G有大小为 2m的完全支配集时，令其为 D。 

由于在每个三角形 (1≤ ≤优，1≤矗≤z)中含有没有标志的 

点，那么在每个三角形中必然至少有个支配点 又因为l Dl 

=2m，所以每个三角形恰有一个支配点并且是有标志的点 

(否则该点不能被其它的支配点支配)。根据完全支配集的定 

义知道在△}，△z(1≤ ≤m)中的两个支配点必有边相连，由G 

的构成可以看出这两个支配点的标志是同一的。这样令所有 
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(1≤ ≤m)的支配点的标志文字 Y的真值为真，可以看出 

这样得到的x的赋值能使 满足。‘ 

3 C强支配集和完全支配集优化问题的近似算法 

首先我们考虑一下几个跟集合相关的问题。 

给定多重集合簇 X：{Si I 1≤ ≤ )，U Si：u，现有如下 

几个优化问题： 

问题 1 对于常整数 C，在X中求出规模最小的子集X 

使得USi~XtS —u且满足：对于X 的任何子集 ，当l l≤ 

c时都有U s ∈ 一x'Sf u。 

问题2 对于常整数c，在x中求出规模最小的子集x 

使得Us∈ s —u且满足：对于任何元素P∈u，在x 中至少 

有C+1个 S都含有e。 

问题3 在X中求出规模最小的子集X 使得USI~X'S — 

U且满足：对于X中的任何元素S ，在X 中都存在一个不为 

s 的元素s，，使得 Sn SJ≠ 。 

为了方便对后面近似算法的近似度分析，我们给出(u， 

X)多重集合覆盖优化问题的定义：在X中求出规模最小的子 

集 X 使得Us S 一【，。另外也可以看出问题2是多重集合 

覆盖优化问题的扩展即多重集合多重覆盖优化问题。 

如果对每个点u构造集合S ={“)U(口l(“，口)∈ ，那 

么C强支配集和完全支配集优化问题就是问题 1和问题3的 

特殊情形。这样这两个支配集的优化问题就可以转化为问题 

1和问题3的优化问题 

容易看出，问题 1和问题 2这两个问题是等价的。 一 

irani对于问题2即多重集合多重覆盖优化问题在文[3]中给 

出了对于这一问题的近似度为1+ln a其中(a=maxl<i< I S 

I)的近似算法。所以基于多重集合多重覆盖的 c强支配集 

优化问题的近似算法近似度也为1+ln a。 

而对于问题3，我们给出跟集合覆盖问题类似的贪心算 

法，算法描述如下： 

GREEDY(U．X) 

1 if(对于x中的任何元素s ，在x中都存在一个不为S 的元素 
，，便得 Sï Sj≠ ) 

2 then goto 3 

else return false 

3 Zq ， 

4 X +- 

5 whileZ≠ 

6 在X中选出能使『snzI最大的一个元素s 
7 Z+ Z— S 

· 】86 · 

l5 endwhile 

16 return 
．  

容易看出GREEDY算法是在多项式时间内完成的。现 

在来分析该算法的近似度。令问题 3的最优解是 OPT， 

GREEDY算法终了时所给解的大小为 t。又令实例(u，x)上 

的多重集合覆盖问题的最优解是 OP ，GREEDY算法中在 

第9步结束时所产生的X 的大小为t 。 ‘ 

根据GREEDY算法得知最终得到的解 x 有两部分构 

成；首先是在算法第 5～9步生成的；其次是在算法第 11～15 

步生成的。根据算法第 l1～15步的描述我们可以看出第二 

部分产生的元素个数不会超过第一部分(因为对于第一部分 

生成的 中的每个元素根据算法第 11和 12步的描述最多 

会有一个新元素产生)，所以容易得知 

￡≤2t (1) 

根据类似文[4]中的集合覆盖近似算法的分析，得到 

￡ ≤ (In a+1)OP (2) 

由于OPT本身也是集合覆盖，因此有 
OP7"~

．OPT (3) 

结合以上的(1)，(2)，(3)，容易得出￡≤2(1n a+1)OlPT， 

因此GREEDY算法的近似度为 2(1n a+1)。 

结束语 本文对图支配集问题的两个有应用背景的变形 

进行了研究。关于如何获得更好的近似度和下界则需要进一 

步的研究。 
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