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超核函数支持向量机 

贾 磊 廖士中 

(天津大学计算机科学与技术学院 天津300072) 

摘 要 支持向量机是当前机器学习、模式识别和数据挖掘等领域的重要学习方法，核函数的构造是研究和应用支持 

向量机的关键问题。针对这一问题，提出了核函数构造的组合理论，定义了超核函数概念，并通过多项式组合现有核 

函数构造出一类超核函数。具体地，首先分析了一般核函数存在的过学习和欠学习现象，然后证明了组合理论构造的 

核函数的 Mercer性质，并通过在仿真数据集和标准数据集上的对比实验，验证了超核函数的性能。理论分析和实验 

结果阐明了所提 出的超核函数组合构造理论的合理性和有效性，开拓 了模型选择组合方法的研究途径。 
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Abstract Support Vector Machines(SVM)provides an important approach to machine learning，pattern reorganization 

and data mining．Construction of kernel functions is the key both in SVM research and application．W e proposed a com- 

binatorial construction of hyperkernel functions for SVM ，which is constructed by a polynomial combination of common 

kernels．We first analyzed the over-learning and under-learning phenomena of common kernel function．Then，we proved 

the Mercer condition of hyperkernels constructed by the proposed method．Finally，we experimented both on simulation 

data and benchmark data tO demonstrate the performance of hyperkernels of SVM．The theoretical proofs and experi— 

mental results illuminate the validity and feasibility of hyperkernels，and brighten the combinatorial approach tO model 

selection． 
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1 引言 

自上世纪 9O年代以来，支持向量机(Support Vector Ma— 

chines，SVM)_1 ]的研究不仅取得了众多理论成果 ，如快速收 

敛算法[3]、超大数据集训练_4]等，而且在机器学习、模式识别 

和数据挖掘等实际问题中得到了广泛的应用。核函数选择是 

支持向量机核方法研究和应用的关键，直接决定最终的效率 

和性能，成为支持向量机核方法研究的重要问题。 

核函数的选择涉及两个方面： 

(1)核函数的构造。实际应用中，往往结合问题的先验知 

识或领域知识来设计核函数。核函数的构造理论目前尚不成 

熟。曾有基于黎曼几何分析_5]和 Boosting法[6]的研究工作。 

近几年，应用机器学习的观点来研究核函数构造理论逐渐成 

为主流，如正则化学习l7]、半定规划学习【8]、超核学习I9]等。 

(2)核参数的选择。核参数影响着核函数的性质。核参 

数选择理论研究工作一直受 到广泛关注，提出了多参数学 

习Do,n]、交叉验证、元学习和进化学习[12,13]，以及参数组合学 

习 “ 等方法。 

核函数的构造和核参数的选择这两方面相辅相成 ，是结 

构与内容的关系。没有恰当的选择参数，再好的核函数也无 

法发挥功效；同样，没有正确的核函数形式，核参数选择也失 

去了意义。 

本文研究核函数构造理论，提出一种核函数构造的组合 

理论，将旋转不变核与平移不变核进行多项式组合 ，从而设计 

出一类超核，为支持向量机核函数的构造提供了一种新的途 

径 。 

2 单一核的局限性 

支持向量经常用到两类核函数，一类为平移不变核，形式 

为 

K( ， )一r(1l 一 l1) 

其中 r(·)为任意函数，这类核函数包括高斯核、多面核、薄 

板样条核等；另一类为旋转不变核，形式为 

K (“。 )一 (U· ) 

其中d(·)为任意函数，这类核函数包括多项式核、两层神 

经网络核等。表 1列出了常见的核函数。使用单一核函数 ， 

支持向量机一般会陷入两种困境。其一，无法完成有效的非 

线性映射，如图1所示；其二，过学习或欠学习。下面以高斯 

核为例予以说明。 

定理 1 当)，较大时( +c×。)，高斯核支持向量机存在 

过学习现象。 

证明：当 y较大时有 

limK(“． )一』 ： 
r’+一 l0：“≠ V 

假设训练集规模为 z，其中，类别号为 ．)'一+1和 一一1的样 

本数分别为 z 和 ￡一。又假设拉格朗 日乘子 
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一 』 ： 一州’o< ， 一<C 
l 一：v一一1， 

下面求解 。 

由 

∑九y 一O 

得 

Z。卜一A—Z —O (1) 

根据 KKT条件可得 

丸Ey (硼 ·ep(x )+6)--1]一O 

W ·西(z1)+6一 

即 

二 K(xj，Xi)+b=yi 

令 +CxD，可得到方程组 

』 +b一 (2) 
【 一一6一 一 l 

联立式(1)，(2)解得 

， 

一

一  
，6一 

令 

C>一{ ， ) 
则 存在，这时所有样本成为支持向量。故高斯核支持向量 

机存在过学习现象。 口 

表 1 支持向量机中常用核函数 

高斯核 K(u，v)：exp(一 ll u—v}1 2) 

多面核 

薄板样条核 

多项式核 

两层 NN核 

K(u，v)一一厂 二 唧  
K(u，v)一 ff u—vff 0IIlff u—vf 

K (u．v)一 (7u·v+ c)d 

K(u，v)=tanh(u·v+7) 

图 1 多项式核未能有效实现非线性映射 

定理 2 当 y较小时( O)，高斯核支持向量机存在欠 

学习现象。 

证明：当 )，较小时有，limK(“， )一1，此时分类面为 
p 0 

_厂(z)一∑丸Y +6—6 (3) 

所有样本都被归为同一类，故高斯核支持向量机存在欠学习 

现象。 口 

定理中讨论了y的极限情况，实际上 y只要达到一定大 

小，过学习或欠学习现象就会产生，图2，3所示两类样本分别 

表示为“×”和“*”，支持向量以“口”标出，理想的学习结果应 

为图 4所示形式。 

为避免单个核函数学习过程中出现这些问题 ，我们提出 

了构造核函数的组合理论。 

3 超核函数 

在描述超核函数之前，首先简要回顾一下 Mercer定理， 

它是判定核函数的充要条件。 

令 x是R 的紧子集。假定K是连续对称函数，存在积 

分操作数丁K：L2(x)---~Lz(y)，使得(TK，)(·)一l K(·， 
r 

z￡)厂(“)池是正的，也就是：J xK(“，口)，(“)，( )dud ≥0， 
V厂∈L2(x)扩展K(u， )到一个一致收敛的序列(在Xxx 

上)，这个序列由 丁K的特征函数 ∈Lz(X)构成，归一化使 

得 ll ll 一1，并且丸≥0，则有： 

K( ， )一∑ 西 ( ) ( ) (4) 

定义 1 设 K为核函数，称 为超核函数， (U，口)一P 

(K(“， )，卢， )，其中P(-z，J9， )一互辟 ，J9，0≥o。 

为了保证超核 K (“， )是 良定义 的，我们需要验证 

(“， )的 Mercer性质。 

5 
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图2 7=2 时高斯核支持向量机过学习，所有样本点都成为支持向量 

图 3 7=2 时高斯核支持向量机欠学习，几乎所有样本点在分类 

面同侧，都被归为一类 

引理 1 Mercer核的非负线性组合仍为Mercer核。 

证明：设 Ki， 一1，⋯，m是 Mercer核，令 

K(“， )=∑廛K ( ， ) (5) 

其中系数盘≥O为非负常数。因为K 为Mercer核，有 
r 

I Ki( ， )f(u)f(v)dudv≥ 0，V f∈L2(x) 

则对于线性组合 K(u， )有， 
r 

IK(“， )，(u)f( )dudv 

— I∑ K (“，v)f(u)f(v)dudv (6) 

图 4 较理想的学习结果 
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特别地，当∑ 一1时K(“，口)为K (“， ) 

凸组合 Mercer核函数。 口 

引理 2 Mercer核的乘积仍为 Mercer核。 

证明：设 K ， 一1，⋯，m是 Mercer核， 

令 

K(“， )一Ⅱ岛K (U，口) (7) 

其中系数 ≥O为非负常数。则对于线性组合 K(“， )有， 
r 

IK(“， )厂(“)，( )dudv 

— IⅡ辟K (“， )，(“)，( )dudv 
= 1 

一 Ⅱ K (“，v)f(u)f(v)dudv≥0 

由引理 1，2不难得到下面的定理。 口 

定理 3 如 果 K 为 Mercer核，则 超核 函数 —P 

(K，口， )也为 Mercer核。 

定理 3告诉我们 ，Mercer核的多项式组合仍为 Mercer 

核。因此 ，以定理 3为基础，我们可以充分利用现有核函数 

(in表 1中常用核)构造一类超核 (“， )，这类核将同时具 

有平移不变性和旋转不变性，能适用于各种样本集的学习。 

除了原有核参数，0也需要选择，可以利用现有参数选择方法 

进行调节。 

4 实验及分析 

下面通过两个分类实验来验证超核函数在支持向量机中 

的有效性。 

实验 1 设置两类样本点作为实验对象，标识为“×”和 
“ * ”

，各取 4O个作为训练数据，又各取 2O个作为测试数据。 

图 5，6，7分别给出了立方多项式核、高斯核和超核支持向量 

机在训练数据上学习得到的最优分类面，支持向量加“o”标 

示出。 

K(“， )一岛exp(一)，ll“一 ll )+&(“· ) (8) 

实验中的超核采用式(8)形式，即高斯核和多项式核的线性组 

合，有4个参数需要确定。表 2列出了3种分类器的参数个 

数、支持向量个数、训练和测试正确率，对比看出超核支持向 

量机具有更好的学习效果。 

实验2 为了验证超核支持向量机在大数据集上的表 

现，我们选取 UCI标准数据库中的 Titanic数据集作实验对 

象。Titanic数据集共有2201个三维样本，三个维度分别表 

示地位、年龄和性别 ，分类标号表示生还与否。我们取 2000 

个样本作为训练集，剩余201个用于测试。分别用高斯核、多 

项式核和超核支持向量机学习最优分类面，超核采用形式，共 

有 6个参数需要确定，实验中我们采用文献El4]中的方法调 

节各参数。表 3列出了三种分类器的训练和测试结果。 

表 2 实验 1对比结果 

K( ， )一 exp(一y ll 一 }l )+ (U· +n) + 

岛tanh(U·口+6) 

直观上，超核函数比单核函数有更多的参数值需要确定， 

与单核比较需要花费更大的计算代价。其实不然，因为目前 

· 150 · 

已有的参数选择方法均不是逐个调节参数的，而是将参数向 

量作为调节对象，对所有参数同时调节，所以，超核函数多出 

的几个参数只为参数向量增加了常数长度，并不影响计算代 

价。 

图5 立方多项式核支持向量机最优分类面 

表3 实验 2对比结果 

> 

图 6 高斯核支持向量机最优分类面 

图 7 超核支持向量机最优分类面 

结束语 本文提出了一种核函数构造的组合理论，具体 

地构造了一类超核函数，并讨论了超核在支持向量机中的应 

用。超核函数由常见核进行多项式组合而成，具有平移不变 

性和旋转不变性，能更好地适应不同问题的需要。超核函数 

理论上满足 Mercer定理的要求 ，在实验中也表现出了良好的 

性能。超核函数不仅提供了一类新的核，也开拓了一条核函 

数构造的新途径，把具有不同特性的核函数，按照某种形式组 

合起来，可得到各个单核所不具有的功能。如何将超核函数 

构造理论应用于其他核方法问题是进一步工作的重点。 
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显示出利用两种补全策略共同启发起到了正面作用。由此可 

以推测出GS和 EM数据补全策略共同启发的策略起到了良 

好作用，能够相对促使 SG EM·P 0B算法平稳地得到较 

优网络结构。 

4．3 实验小结 

我们还对 INsURANCE等数据集进行了实验，其结果与 

本节反映的结论基本一致。限于篇幅，只列举了 ALARM数 

据集的情况。 

综上可以得出由 GS和 EM 两种数据补全策略联合的 

SGS-EM-PAC0B算法无论在数据拟合度上，还是网络结构 

上都表现出较好的特性。更重要的是该算法能够平稳地收敛 

到理想结果，而不会像 SG PACOB和 SEM-PACOB算法那 

样较高概率地收敛到局部最优。 

结束语 本文建立了具有数据缺失学习贝叶斯网混合启 

发模型的算法，把GS和EM两种数据补全策略较好地联合 

起来共同启发，能够使 SG EM—PAI 0B算法平稳地收敛到 

理想结果，相对于单一数据补全策略的算法取得了改进结果。 

但同时也注意到 EM补全策略计算量相当庞大，当面对大规 

模数据缺失或者大规模例子训练数据集时是一个瓶颈。未来 

的研究中，可以找一计算量相对较少的数据补全策略进行更 

深更紧的联合。比如 C Riggelsen提出的 MBP算法中补全 

策略就是一个不错的选择。 
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