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赋范格 H蕴涵代数和模糊格 H蕴涵代数 

赖家俊 徐 扬 乔全喜 

(西南交通大学智能控制开发中心 成都 610031) (西南交通大学数学系 成都 610O31) 

摘 要 在范数的条件下扩充了格 H蕴涵代数的概念，即赋范格 H蕴涵代数，并讨论一些性质。然后将模糊集合论 

运用于赋范格 H蕴涵代数，给出了模糊赋范格 H蕴涵代数的定义，得到了一些基本性质。通过使用两个赋范格 H蕴 

涵代数之间的映射定义了赋范格 H蕴涵代数同态，且得到了一些性质。最后得到 了在赋范格 H 蕴涵代数中的数列 

对于蕴涵距 离是有界的结论。 
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1 引言 

非经典逻辑为智能控制处理不确定信息和自动推理提供 

了有意义的形式工具。而多值逻辑是经典逻辑的扩充l】]，并 

且为 经 典 逻 辑 的推 理 和模 型 提 供 了 一 种 变 化 形 式。 

Cmguen[ ，PavelkaC ]和 Novak[ ]对格值逻辑形式系统的研 

究，发现格值在多值逻辑这一领域里起着重要作用 2。]。因 

此，为了研究在一个格里面给出命题值的多值逻辑系统，徐 

扬l_7I8_在 1990年提出了格蕴涵代数并得到了许多有用的性 

质。自那以后，经过多位学者的研究 ，这一逻辑代数得到了很 

大的扩充[ ]。在文献[15]中，徐扬和秦克云提出了一类重 

要的格蕴涵代数，即格 H蕴涵代数。在文献[16]中，秦克云 

等提出了赋范格蕴涵代数并得到了一些性质。在文献E17， 

18]中，赖家俊等对格蕴涵代数以及相关代数进行研究，得到 

了一些性质。本文作为以上工作的扩充，提出了赋范格 H蕴 

涵代数、模糊赋范格 H蕴涵代数以及相应的蕴涵 同态 的概 

念 ，同时研究了它们的性质。 

2 预备知识 

定义 2． 设(L，V，八， ，一，0，j)是一个带有逆序 

对合 和二元运算一的有界格，0和 j分别是它的最小元和最 

大元。(L，V，̂ ， ，一，0，D称为格蕴涵代数 ，如果映射一： 

LXL—L满足下列条件：对L中的任意元素 ，Y， 有： 

(L1) ( )一 ( )， 

(L2)x~x=I， 

(L3) y=y — z ， 

(L4)~IJ果 一 =I，那么．z— ， 

(L5)( c— )一 一() ， )— ， 

(I 6)( V )— z：：(j —’．z)̂ ( 广+ )。 

(L7)( 八 )— z一(r÷z)V( )。 

定义 2．2[ 设 L是一个格蕴涵代数，对于任意的 z， 

Y，z∈L，如果满足 

zVYV((  ̂)— )一1 

则称格蕴涵代数 L是一个格 H蕴涵代数。 

定义 2．3l1 ] 设 L是一个格蕴涵代数，如果 L中的每一 

个元素 都有一个实数 Il ll与之对应的函数满足以下公 

理 ： 

(N1)(Vz∈L)(1】z ll≥O) 

(N2)(V ∈L)(1l z ll：O乍 一1) 

(N3)(Vz，Y，z∈L)(II — l_≤ ll 一z ll+ ll — l1) 

则称这个函数是 L的一个范数。 

命题 2．4[1 ] 设 是格蕴涵代数L的蕴涵距离，dv是 

L的V一距离 ，则有以下结论成立： 

(1)(V-z∈L)( (z，1)=0∞_z一1) 

(2)(Vz∈L)( ( ，lz)一O) 

(3)(V ∈L)( (1，z)一O) 

*)国家自然科学基金资助项目(60474022)，教育部博士点专项基金资助项目(20060613007)。赖家俊 博士研究生，研究方向为逻辑代数、智 

能信息处理；徐 扬 教授，博士生导师，主要研究方向为逻辑代数、智能信息处理、不确定性推理和自动推理等。 
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(4)(V ， ，zEL)( ≤ 一( ， )≤ 一( ， )， +(z， 

z)≤ (2， )) 

(5)(V 32， ，zEL)( 呻( — ， )≤d ( ，2)) 

(6)(VzEL)(dr( ，1)一0) 

(7)(V ， ， ∈L)( ≤ v( ， )≤ v( ， )) 

3 赋范格 H蕴涵代数与模糊赋范格 H蕴涵代数 

定义 3．1_】 ] 设 L是一个格 H蕴涵代数，如果 L中的每 

一 个元素z都有一个实数 l_32 lI与之对应的函数满足以下公 

理 ： 

(N1)(VzEL)(1l l】≥O) 

(N2)(V EL)(1l II一0{ 一1) 

(N3)(V ， ，zEL)(1l z— {I≤ ll z一 【l+ lI — l1) 

则将具有范数的格 H蕴涵代数L称为一个赋范格 H蕴涵代 

数。实数 ll lI就称为z的范数。L的蕴涵距离定义为一个 

函数 d一：L×L—R ，且对任意( ， )∈L×L有 d一( ， )一 

_l — Il。L的V一距离定义为一个函数 dv：L×L—R，且 

对任意( ， )EL~L有dv( ， )一 ll z V y ll。L的^一距 

离定义为一个函数 d̂ ：L×L_+R ，且对任意(z， )EL×L有 

d̂ (z， )一l『ẑ  }f。 

注：dv( ， )=dr( ， )， ̂ (z， )一d̂ ( ， )，但一般 

情况下 ( ， )≠ ( ，z)；除特别说明之外 ，我们设 L是 
一 个赋范格 H蕴涵代数。 

定义 3．2 设 L是一个赋范格 H蕴涵代数，对任意 ：rE 

L和一个正实数e，S(x，￡)表示与 z的蕴涵距离小于￡的所有 

内点集合，即 (z，￡)一{yELl ( ，z)<e}。则称 S(x，e) 

以z为中心，￡为半径的蕴涵开球。集合 ( ，￡)一{ ELI 

( ，z)≤e}称为以 为中心 ，￡为半径的蕴涵闭球。 

定义 3．3 设 L是一个赋范格 H蕴涵代数。S L称为 

赋范格H蕴涵代数子代数，如果下列条件成立： 

(1)(S，V，̂ ， )是(L，V，̂ )带有逆序对合“ ’的一个 

有界子格； 

(2)若 ，yES，则 ∈s。 

定理 3．4 若 L是一个赋范格 H蕴涵代 数，则对任意 

：rEL和一个正实数￡，蕴涵开(或闭)球 (．z，e)(或 一(z，￡)) 

是 L的一个拟子代数。 

证明：假设 a，bE (z，￡)，则有 一(口， )<￡。因为 。≤6 

一n，所以就有 

( 口，z)≤ (乜， )<￡ 

因此 6一n∈S+(z，e)。故我们得到 S ( ，￡)是 L的子代 

数。类似上述证明过程，我们也可以得到S一( ，￡)是 L的一 

个拟子代数。 

定理 3．5 设止 一个赋范格 H蕴涵代数的蕴涵距离。对 

任意 aEL和一个正实数 ￡，则有集合 F一{bELl (口，6)< 

e}是 L的一个蕴涵滤子。 

证明：因为( (1一 ，1)=l J 1一(1一z)ll=II 1一z ll— 

lI z ll<e)，故我们可以得到 1∈F。 

假设对任意的 z， ，zEL使得 — ∈F，z一 ( — )∈F 

成立。由于 

r+ ≤(j ' )— ( ·— )一j (y—’ ) 

(z— )—}(( —’ )— 口)一(z—} )—’口 

(z— ( ))一(( 一 ( ))一 口)一 ( 一 ( ))一口 

根据命题 2．4E ]可得 

(( 2) 口， — )≤ (( ÷( ))斗以， ÷ ( 斗 

))<￡ 

因此就有z—z∈F。故 F是L的一个蕴涵滤子。 

定理 3．6 若 L是一个赋范格 H蕴涵代数，则对 L中的 

任意一个蕴涵距离 ，集合 (z，￡)一{yELI止 ( — ， )< 

e}和 一( ，￡)一{ EL J (-z— ，-z)≤e}在运算“一”下都是 

闭的。 

证明：假设 a，bE (Jc，￡)，则有 

(j —，n， )一ll j — ( — n)ll— lI jr+。lI<￡ 

(王+( —+6，、z)==ll _— (j_+6)ll— JI_z—+6 li<e 

因此就可以得到 ( n， )<￡， ( 一6， )<e。因 

为 

( 一(n一6)，-z)一 lI 一(z一(口一6))ll— ll z一(乜 

6)ll，a<．b--~a 

由命题 2．4可以得到 (口一6，z)≤ (6， )<￡。所以 

( (n一6)， )<e，即口一6∈ (z，e)。这就证明了 

(z，e)在运算”一”下是闭的。类似可证 S一(z，e)在运算“一” 

下是闭的。 

由前面的一些结论很容易得到下面这个命题。 

定理 3．7 若 L是一个赋范格 H蕴涵代数 ，则对 L中的 

任意一个蕴涵距离 d一，下列命题是等价的： 

(1)L是一个赋范格 H蕴涵代数； 

(2)对任意 ，yEL，则有 ( ， )一 ( ， )； 

(3)对任意z， ，zEL，则有 (z—z， )一 (z— ， 
—  

)； 

(4)对任意 ， ，zEL，则有 ( —z， )一 ( ，z  ̂

)。 

定理3．8 若 是一个赋范格 H蕴涵代数L的一个蕴 

涵距离，则有 L是赋范格 H蕴涵代数的充分必要条件是 

( ， )一 (0， )。 

证明：根据格蕴涵代数的性质，我们可得到 L是格蕴涵 

代数的充分必要条件为：对任意 ：cEL都有 z V =I成立。 

又因为 

甘 (jr+z )— z 一z — z 

∞ V 一f 

从而可知命题成立。证毕。 

推论 3．9 假设止 是一个赋范格 H蕴涵代数L的一个 

蕴涵距离，那么对任意．72EL和 E N ，都有 (z ， )一 

(o， )成立。 

定理3．10 假设 是一个赋范格 H蕴涵代数L的一 

个蕴涵距离，则有集合 ( ，￡)一{yELl止 ( ，z)<￡)和 ŝ 

(z，e)：{yELld̂ ( ，z)<e}在运算“V”下是闭的。 

证明：假设任意 a，bES+ ，e)，就可以得到 dL(口，z)<￡和 

止 (6， )<e成立。因为 由格蕴涵代数的性质可得到 a V 6≥≥ 

a蕴涵着 一(口V6)≥ 一口成立，因此就有 Il 一(。V 6)JI≤ 

ll r+n lI成立，即 (。V6，z)≤ 一(。， )<￡成立。所以就有 

口VbE (z，e)。 

设 Va，bEŜ ( ，e)，则可以得到 d̂ (n，z)<￡和 d^(b， 

z)<￡。又因为(nV 6)̂ z一(n八z)V(6八z)≥n^z蕴涵d  ̂

((0V6)， )≤d̂ (口， )成立。 

因此，d̂ (口V6，z)≤ ̂ (n，z)<￡成立。故可以得到aV 

bEŜ (z，￡)。命题得到了证明。 

下面，我们用 Fc 表示 L中所有模糊子集的集合。 
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定义 3．11 设 L是一个赋范格 H蕴涵代数， ∈F(』．)， 

就称为一个模糊赋范格 H蕴涵代数 ，如果 满足下列条件! 

(1) (1)一 (0)； 

(2)V ，yEL， (z—}( — ))一 ( _+ )≥min{ (z)， 

( ))。 

这里的 1和 。分别为 L的最大元和最小元。 一 

下面我们考虑模糊赋范格 H蕴涵代数的性质。 

定理 3．12 如果 是一个模糊赋范格H 蕴涵代数，那么 

对任意 z，y， ∈L： 

(1) (1)一 (O)≥ (z)； 

(2) ( )一 ( )； 

(3) ( A 3广 2)≥min{ ( )， ( )， ( )}； 

(4) ( Vz )一 (0)； 

(5)taxV )≥min{／Ax)， ( )}。 

证明：(1)假设 是一个模糊赋范格 H蕴涵代数 ，则对于 

任意的 ，yEL就有 (1)一 ( —Iz)≥min{ ( )， ( )}一 

( )成立。 

因此 ，我们根据定义就可以得到 (1)一 (O)≥ ( )成 

立 。 

(2)因为 (z )一 ( O)≥min{ (-z)， (O)}一 (-z)，所 

以有 ／l(x )≥ (z)成立。 

另一方面， ( )=tKx 一O)≥min{ (z )， (O)}一 (z )， 

即 (z)≥ ( )成立。 

这就证明了 (z)一 ( )成立。 

(3)根据格 H蕴涵代数的性质，我们可以得到 

(  ̂ )一 ( ( ))≥min{／L(x)， ( )， ( )} 

因此命题得证。 

(4)对任意xEL，根据格H蕴涵代数的性质32Vz 一1， 

我们得到 (zV )一 (1)。又因为 (1)一 (0)，所以就有 

z(xVz )一“(O)。 

(5)由定义2．1可得到下列等式成立： 

／Ax V )一 (( — )一 )≥min{ (z— )， (j，)) 

=min{min{／Ax)， ( ))， ( )} 

一min{ ( )， ( )} 

故有 (zV )≥min{／Kx)， ( ))成立。 

定理 3．13 如果 雎是一个模糊赋范格 H蕴涵代数，i∈ 

，J是一个指标集，那么 和 都是L的模糊赋范格 H 

蕴涵代数。 

证明：对任意z，y， ∈L，我们都可以得到下面这些结论： 

(U )(1)一V (1)一V (0)一(U )(O) 
i(-j’ iEj’ i∈J。 iEI’ 

(n )(1)一  ̂ (1)一八 (0)一(n )(0) 
iEj。 ic-j’ iEi’ i∈J’ 

( )( ( — ))一 z( 一 (z— ))一 
1 

z(( — 
z∈J t 』 It 

)) 

≥ V
∈j
min{／~z( )，,ul( )}=rain{ f z(z)， t( )} 

=rain{(U )(z)，(U
． 
)(．y)} 

iEj。 iEj’ 

( z)( ( ))一 z( 一 (z— ))一 
， z
(( 一 

)) 

≥ min{／~t( )， ( )}一min{ ／1 (z)， ， z( )) 

=min{(1n， )(-z)”9 )( )) 
因此，U 和n 都是L的模糊赋范格 H蕴涵代数。 

我们很容易得到下列几个结论，由于篇幅的限制，其证明 

过程省略。 
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定理 3．14 如果 是一个模糊赋范格 H蕴涵代数，对任 

意 ∈L有 

一 { l工∈L， ( )一 (1)} 

那么 是L的一个模糊赋范格 H蕴涵代数。 

定理3．15 如果 是F(L)中的一个元素且 ≠ ， ∈Eo， 

1]，那么 =Et，1]是 L的一个模糊赋范格H蕴涵代数。 

定义 3．16 假设 L 和 Lz是赋范格 H蕴涵代数，如果映 

射 厂．L 一Lz对于任意 ， ∈L满足下列条件： 

(1)，(z— )一，( )一_厂( )； 

(2)_厂( ( ， )一 一(-厂(Iz)，，( ))。 

则称 l厂是一个从 L 到 Lz的赋范蕴涵同态。如果一个赋范 

蕴涵同态 l厂是满射，那么，就称为赋范蕴涵满态射。如果 ， 

是一个赋范蕴涵同态且满足： 

f(x V )一-厂( )V厂( )；f(dv( ， ))一dv(f(z)， 

厂( ))， 

f(x A )一厂(．z)A，( )；，( ^( ， ))一dA(厂(z)， 

，( ))， 

f(x )一(_厂( ) )；ll f(x )ll—ll，( )，ll。 

那么称厂是一个从L 到Lz的赋范格 H蕴涵同态。若存在 
一 个从 L 到 Lz的赋范格 H蕴涵同构 ，则就称 L 与Lz为赋 

范同构的，且表示为 Ll兰Lz。 

定理 3．17 如果 L 和 Lz是赋范格 H蕴涵代数 ，_厂是一 

个从 L 到L 的赋范蕴涵同态。那么对任意的 z，Y， ∈Lt， 

下列结论成立： 

(1)f(dv(z， )Vdv(1z， ))一dv(，(z)，_厂( ))Vdv(厂 

(z)，_厂( ))； 

(2)，(dv(z， )Adv(z， ))一dv(厂( )，，( ))八dv(， 

(-z)，_厂( ))； 

(3)_厂( v( ， )一( v( ， )一 v(z， )))一dv(，(．z)，f 

( ))— v(，(z)，厂( ))； 

(4)_厂(d̂ ( ， )V ^( ，z))一 ^(-厂( )，厂( ))V (̂， 

( )，_厂( ))； 

(5)_厂( ^(-z， )八 ^( ， ))一 ^(，(Iz)，厂( ))̂  (̂， 

(z)，，( ))； 

(6)-厂(d̂ (-z， )一( (̂ ， )÷d̂ ( ， )))一dA(，( )，f 

( ))— (̂厂(z)，，( ))。 

证明：(1)对任意的z， ， ∈L ，假设 厂是一个从 L 到 

L。的赋范蕴涵同态，我们就可以得到 

f(dv( ， )V dv( ， ))一，((dv(z， )一 v(z，z))—} 

v ( ， )) 

一 (f(dv( ， )— ，( v(z，2)))一厂( v(z， )) 

一(dv(厂(Iz)，_厂( ))一 v(，(z)，_厂( )))一dv(-厂(z)，厂 

( )) 

= dr(_厂( )，，( ))V dv(-厂( )，厂(2)) 

(2)对任意的 ，Y， ∈L ，设 ，是一个从L 到Lz的赋范 

蕴涵同态，我们就有 

f(dv(z， )^dv(z，2))：，((dv( ， )) V(dv(z， 

)) ) ) 

一 (_厂((dv(z， )) V( v( ， )) )) 

一

((，(dv( ， ))) V(，(dv(z， ))) ) 

一 (( v(_厂(z)，厂( ))) V( v(，( )，厂( ))) ) 

=dr(_厂( )，_厂( ))̂ dv(厂(z)，，( )) 

(3)对任意的z，Y， ∈L ，设，是一个从L 到Lz的赋范 

蕴涵同态，因此有 



 

f(dv(z， )一( v( ， )— v( ， ))) 

=f(dv(z， )一 v( ，2)) 

=

f(dv( ， ))一厂( v(．z， )) 

= dv(，( )，，( ))— v(厂( )，，( )) 

剩下的(4)，(5)和(6)三个结论类似，可以证明。 

定理3．18 假设对任意的 ，y， EL ，如果 Ll和 L2是 

赋范格 H蕴涵代数，_厂是一个从 L 到 Lz的赋范蕴涵同态， 

则有： 

(1)若 ker(，(dv( ，a)))一{lz l f(dv(．72，a))一o， ∈ 

L1}，则 ker(f(dv( ，n)))≠0当且仅 当 1 E ker(f(dv(z， 

以)))； 

(2)若ker(-厂(d-(．z，口)))一{ l_厂( ( ，a))一o， E 

L }，则 ker(f(d~( ，。)))≠0 当且仅当 oE ker(f(dv(z， 

n)))。 

证明：(1)假设 1Eker(f(dv( ，口)))，显然就有 dv(1，＆)一 

0蕴涵 f(dv(1，口))一厂(0)一0成立。因此，ker(_厂(dv(z， 

n)))≠0。 

反之，如果ker(f(dv(z，口)))≠0，那么就存在xEL 使得 

f(dv(-z，n))一0成立，且有 dv(z，n)一0。通过 dv(1，n)一 

0我们可以得到 一1，即 1∈ker(f(dv( ，＆)))。 

类似可以证得 (2)也成立 。 

定义 3．19 设 L是一个赋范格 H蕴涵代数。如果 L中 

的数列{-z }对任意的￡>o都不存在一个正整数 no使得 > 

no蕴涵 ．(z ，n)．<<￡和d一(a，Xn)<e成立，则称数列{-z }对 

于 ⅡEL收敛，记作limx 一口。 

定理 3．20 设{ }和{ }是一个赋范格 H蕴涵代数 L 

中的数列，且收敛于n∈L。如果 L中的一个数列{ }满足 

≤ ≤ ，则有limy,一口成立。 

证明：因为数列{32 )和{ )收敛于 aEL，所以对任意的 e 

不存在 。使得 >no蕴涵 

止 (n，．z )<e和d一( ，n)<e成立； 

(n， )<￡和d (Zn，n)<￡成立。 

假设 ≤ ，就可以得到 一n≤ 一Ⅱ蕴涵 lI 一n ll≤ 

_l 一n ll<e成立。 

假设 z ≤ ，那么就有n— ≤n一 蕴涵 I『n一 ll≤ 

ll n一 ll<e成立。 

因此对任意的￡>0存在no 使得 >no 蕴涵 d (。，Y )< 

￡和d一( ，口)<e成立。所以我们证得 limy 一n成立。 

推论 3．21 设{ }是一个赋范格 H蕴涵代数 L中的数 

列且是一个链 ，则{x }是收敛的。 

定理 3．22 设{Xn)和 { )是一个赋范格 H蕴涵代数 L 

中的数列且收敛a EL，则对任意的 aE L集合{ (Sen V Y ， 

n)}，{ (n，37 Ayn))和{ ( 一 ，a))是有界的。 

证明：因为{ )和{ )收敛于 a∈L ，则有集合 { (Xn， 

口)}，{止 (n， ))以及{ ( ，n)}是有界的。 

因此存在A>0，B>0和 C>0使得{d-(Xn，口)}≤A， 

{dr(n， ))≤B和{ ( ，口)}≤C成立。根据性质有： 

(1)n一(z V )一(n— )V(n一 )≥口一 蕴涵 

ll ( V )II≤ Il n一 ll成立，即有止 ( V ，＆)≤ 

( ，n)； 

(2)(z Ay )一n一(-z 一口)V( 一。)≥ 一a蕴涵 

lI(z 八y )一n ll≤ I{y 一n ll成立，即有 (a，Xn A 

Y )≤ (n，Y )； 

(3)口一( 一 )一(口一 )一(口一 )≥n一 蕴涵 

ll。一( 一 )JI≤ Il口一 il成立，即有 (-z 一 ， 

口)≤ ( ，Ⅱ)。 

所以集合{ (Xn，n)}，{ (a，Y )}和{ ( ，口)}是有 

界的。 

结束语 为了给具有模糊性和不可比较性的不确定信息 

推理提供一个逻辑基础，徐扬教授提出了格蕴涵代数。为了 

推动这一非经典逻辑代数的发展，我们必须弄清楚格蕴涵代 

数的结构。本文提出了赋范格 H蕴涵代数、数列以及模糊赋 

范格 H蕴涵代数的概念，并得到一些性质。 

另文中将会研究赋范格 H蕴涵代数和模糊赋范格 H蕴 

涵代数中的滤子结构。 
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