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CAGD中参数曲面的光滑拼接研究 

黄俊英 王相海 

(辽宁师范大学计算机与信息技术学院 大连 116029) 
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摘 要 参数曲面作为CAGD中形状数学描述的标准形式一直受到关注，而参数曲面的光滑拼接作为实现复杂客体 

几何造型的重要手段一直是该领域的一个热点和难点问题。以不同参数域的参数曲面为线索，对常用的矩形域和三 

角域参数曲面的 GC1光滑拼接的条件进行 了分析，同时对这些条件在实际应用中的一些问题进行 了讨论，最后对曲 

面光滑拼接 中一些令人关注问题进行了展望。 
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Abstract As a standard form tO express figure math，people always pay attention tO parametric surface，and as an im— 

portant means of complex object geometric modeling，smooth joining of parametric surfaces is always a hotspot and dif— 

ficuhy of this area。Through the thread of different domains parametric surfaces，this paper analyses the C_．47 smooth 

joining condition of common rectangular and triangular parametric surface，and discusses some questions about the practical ap— 

plication of these conditions．In the end takes a long view of some interested problems on smooth joining of surfaces． 
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1 引言 

在实际几何造型应用中，由于客体表面的复杂性，一般用 
一 个单一的【出面很难实现对其表面的描述 ，通常采用带有光 

滑约束的多片曲面拼接来实现。曲面的参数表示 自从 6O年 

代被美国波音飞机公司的 Ferguson采用以来作为形状数学 

描述的标准形式一直受到人们的关注，同时参数曲面的光滑 

拼接作为计算机辅助几何设计(CAGD)的一个热点和难点问 

题而受到重视。 

在曲面的光滑拼接 中，有两种不同的光滑度 (smooth— 

ness)度量 ]：一种是函数曲线的可微性，即把组合曲面沿公 

共连接线处处具有直到 阶的连续偏导矢 ，这类光滑度被称 

为沿着拼接线具有 阶参数连续性 ，记为 C ；另一种度量为 

几何连续性，记为 GC”或G ，即沿着正则公共拼接线的两个 

参数曲面，其中之一可以通过重新参数化来达到使二者在公 

共拼接连线处达到 C”。参数连续性总是与曲面的参数选取 

或具体参数化有关，并且对于具有非正则特性的两曲面拼接 

曲线，尽管沿连接线是 的，却有可能不是都处处存在公共 

的切平面，因而是不光滑的。而几何连续性与参数选取及具 

体的参数无关，这就排除了由参数选取引起的非正则情况。 

同时，几何连续性为形状的定义和控制提供了额外的自由度， 

人们可以通过人机交互在保证几何连续约束条件下对形状进 

行设计和调整。 

多年来 ，随着曲面设计实际应用的需求，曲面的几何连续 

拼接得到了不断的发展，人们提出了许多几何连续的拼接条 

件，以满足实际应用的需求。本文以不同参数域的参数曲面 

为线索，对常用的矩形域和三角域的参数曲面的 GCI光滑拼 

接条件进行了分析和讨论 ，同时对实际应用 中的一些问题进 

行了讨论，最后对该领域值得关注的一些问题进行了展望。 

2 基于矩形域的参数曲面的拼接 

2．1 B6zier曲面的 GC1拼接 

两个参数曲面在拼接边界上达到 GC 连续的最具普遍 

性条件是 B~zier给出的_3]：设两个相邻的参数 曲面 p(u，zJ)和 

q(u，u)，如果它们有公共的边界 p(u，0)=q(u，1)，且存在关 

于 “的正数量函数h( )，g(“)使得式(1)成立 ，则两个曲面在 

拼接边界处达到 GC 连续。 

P (M，0)一 (“) (U，1)+g(“) (“，1) (1) 

在此基础上，B6zier具体给出了双 3次 B&ier曲面的GC 充 

分条件 ：将式(1)中的数量函数取为 h( )一口>0，g(“)一 + 

，推出一个具体计算待定参数的关系式 。然而，由于这种推 

导方法缺乏规律性、运算量大且易于出错，所以在实际应用中 

受到一定的限制。 

kahmann在文献[4]中对参数曲面GC1的拼接条件进行 

了更为深入的研究，给出了任意两个 mX 次 t~zier曲面的 

GC 连续条件，即两个任意的m×n曲面要在拼接边界上达 
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到GC 拼接，除了满足式(1)外，为了使两个拼接曲面在公共 

边界处不形成“尖锥”，两个曲面与公共边界相对的另两条边 

应位于公共边界的两侧，同时为了保证 p(u， )的次数不变，h 

(“)，g(“)应为： 

(“)一d>O，g(“)=(1一“)口+ y 

其中 a，口，)，为实常数。将式(1)中各偏导用控制顶点给出，整 

理后比较两边同次项参数 “的系数，得到GC 连续条件： 

△=。 ，。一-- o Q 一 +卢 △】’。Q．．．+rA LX Q 
， 

k一0，1，⋯ ，m (2) 

其中 △。”，△ 。为一阶差分。该条件表明，当曲面 p(u， )给定 

后，与之沿公共边界 Gc1连接的曲面 q(u， )的第二排控制顶 

点 Q， 就可由式(2)确定下来，其 中u>0。J8，y可用来作为对 

曲面q(u， )进行形状控制的参数。该条件便于控制曲面的 

形状，同时可适用于确定已知曲面的光滑拼接曲面。 

刘鼎元等在文献[5]中提出了一种双3次 Bfzier曲面的 

拼接条件：设曲面 p(u， )和 q(u， )的控制点分别为 P 和 

Q ( ， =0，1，2，3)，如果存在实数 n(>O)，b’f，使得 

Tz一一口 +6丁l， 一一日 +(1+＆一2／36一c／3)丁1+ 

2／36(E+丁i ) 

一一口 +c ， 一一口 4-(1+口一2c／3--b／3) 

l+2／3f(E +7"i) 

其中 

r ：P10一 o，丁1一 1一 o， 一Qlo—Q00， 一Pl1一 

f P o，V2一Ql1一Q0o，E— 3～Qoo 

f To 一P13～Po3，TI ：Po2一Po3， ：Q13 一Q Vi _--p12一 

【 Po3，V2 一Q12一 3， 一Qoo—Qo3 

那么，曲面 p(u， )和 q(u， )就是 GC 连续的，如图 1所示。 

P 

图 1 两个 双 3次 B6zier曲面拼接 

此外，文献[6]取，z(“)一 ，g( )=‰+ l ，其中h，uo，“ 

均为常数，利用 Bernstein基 函数所具有的关 系式 tB．，，(￡)一 

j
n

-

+

t-i
1一nn上1_ +1( )将式(1)改写为： 

Q10一Q。o一 (̂P30一P2o)+uo(P3l—P30) 

Qi1一 一h(P。 ～P21)+ [(P。l—P30)+2(P。2一 

)]+ (P3 一P3。) 

QI2一Q)2一h(Ps2～P22)+ [2(P。2一Ps1)+(Ps3一 

P32)]+- T -(P32～P31) 

Q】3一(203一 (P33一P23)+Uo(P33一Pa2)十“l(P33一Ps2) 

这样条件(1)便转化为一种关于控制顶点的拼接条件 ，从 

而避免了实际应用中繁琐的数值计算。 

在几何造型中，有理曲面尤其是有理 B6zier曲面被广泛 

使用，这主要是因为有理曲面能精确地描述在工程上经常使 
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用的二次曲面。有理 B~zier曲面 GC 拼接的充要条件早在 

1990年分别由刘鼎元、DeRose TD、Degen．W．L．F提出l_ ， 

但是这些条件在实际应用中过于繁琐。 

2．2 B样条曲面的 GC1拼接 

B样条曲面问GC 连续的实现方法主要分为两类，一类 

是在曲面公共边界处布置检查点，并计算这些点处两曲面的 

边界切矢与跨界切矢 ，再根据几何连续定义调整边界控制顶 

点 ，实现光滑拼接m]。之所以提出这种拼接条件是因为在达 

到切平面连续的条件中参数因受曲面具体表达的限制而难以 

确定，该种充要条件具有普遍的适用性，不受曲面具体表达的 

限制，对形状不一、拼接部位不同的曲面也能达到良好的拼接 

效果。另外 ，应用这种方法进行 GC 拼接后 ，两曲面公共边 

界线不会发生任何改变，从而保证曲面通过具有严格约束要 

求的分界线。该条件的缺点是在对控制顶点进行调整的过程 

中通过某一调整量逐一检验是否达到光滑 ，在实际运用中计 

算量很大。另一类方法是在几何连续 的基础上利用 B样条 

控制向量的本征方程，求得与已知曲面光滑拼接的另一曲面 

控制顶点。文献[11]详细推导了具有内部单节点的双 3次B 

样条曲面的几何连续条件 ，以及在公共边界线上控制向量的 

本征条件。利用节点插入公式将 B样条曲面中的切向量曲 

线转化 成分段 的 B6zier形式 ，多项式参 数定义 为常用 的 

B6zierGC1光滑关系式中的系数口引，从而推导出对于不同内 

部节点情况下的拼接条件及本征方程。这种方法的优点在于 

可以通过一个已知曲面构造它的光滑拼接 曲面，并可以在任 

意的空间四边形剖分上构造 GC 光滑的 NURBS曲面模型， 

缺点是计算量相当大。 

上述两类实现方法均利用了B样条曲面和B6zier曲面间 

可以相互转换的性质，借助 Bfzier曲面在端点处 良好的几何 

性质求解 B样条曲面的拼接条件。 

NURBS曲面的优点是对标准解析形状及 自由曲线和曲 

面提供了统一的、精确的数学表达式 ，同时提供了额外的自由 

参数(权系数)，其能控制曲线或曲面形状，具有仿射不变性。 

但是由于 NURBS解析表达式的复杂性 ，要得到其在边界上 

切平面连续的充要条件比较困难。文献[13]给出了具有二次 

公共边界曲线的 NURBS曲面 GC 光滑拼接的一个实用算 

法。该算法首先将有理曲面转换为与权值函数有关的齐次坐 

标形式 ，再利用商数定理推出两个具有公共边界曲线的有理 

曲面 r(u， )，一r(～u，一V)GC 连续的充要条件为： 

f ‘o， 一CO( )Q(。， ) 
l (0， )：：C】( )Q(o，u)+c0( )Pl( ) 

l Q (0， )+c0( ) 1( )Q (o， 

其中，CO( )，c ( )，P ( )咖 (口)是关于公共边界参数 v=v的 

函数，O(u， )，西( ， )分别为 r(u，口)，～r(u一， )的齐次坐标形 

式。文献[14]中取Co( )： (O， ) (o， )'fI( )，P ( )为任 

意常数，ql( )： + ，最终推导出一系列显式表示条件。 

文献[15]在上述方法的基础上进一步考虑具有g次公共边界 

的 NURBS曲面的情况，得到了实现 NURBS连续拼接的充 

分条件 ，该条件可以通过调整一个曲面的靠近边界的两排控 

制顶点和权因子而实现两曲面片的GC】拼接。 

3 基于三角区域的曲面拼接技术 

3．1 三角 B~zier曲面的光滑拼接 

基于三角形域上的三角参数曲面以其具有拓扑解析结构 

和适应于无规律、复杂散乱数据几何造型以及有限元分析中 

r +  



三边形元素的需求[16,17]。 
， ——i 

给定两个 次相邻三角 B6zier曲面： (r)一∑∑P啦B 
= lJ1一 U 

n n-- i 

(r)，P (r )一∑E QJ B (r )，其中 P QJ ( 0，1，⋯， ； 

J一0，1，⋯， 一i；i+j+ = )为两个 次相邻曲面的控制点， 

其中 r一(“， ，叫)，定义 一(O，7Y，砌)一(O， ，Wt)，则公共边 

界线为 p(rc)一P ( )，如图 2所示 。 

图 2 两个 4次三角 B6zier曲面片的拼接 

Farin等人在文献[18]中获得了三角 B6zier曲面沿边界 

C,C 连续的充分条件，即对公共边界上的任何点均有： 

① ( )，Pado ( )，P? ( )， 面 (砭 )四点共面； 

②Pg01 (rc)， (rc )两点位于直线P8 ( )， I_0 ( ) 

的两边。 

其中 P ( )， 而 (rc)，P‰ (rc)， ( )四点是两曲面 

相对于边界某点执行 一1次 deCasteljau算法后得到的点。 

条件①保证了在拼接边界上存在公共切平面 ，条件②保证了 

曲面在公共边界处不出现奇异情况。该拼接条件可以表达为 

如下形式： 

f Q1-0' 一1一愚1Po，o， + 2Po．1． l十忌3P1．。． 1 

I 一 l 
Ql 一1 = (忌l P0 一 + 2PU1{ 一1一 +k3P L't— l一 

Ⅳ 

I 

f ÷(五4 一+乜Po l一1一 + 6PL．f一1一 ) I ，正 

． L Ql一 1，o=k4Po— l，1+ 忌5P0， ，o+ k6P1， 一l
，o 

其中 是 ( 一1，⋯，6)为实数，且 kl+k2+k。=1，忌4+忌 +足6— 

1。这一条件对于二次曲面来说是充分必要的。 

而根据重心坐标定义，Farin还给出了C,C1连续的必要 

条件 ：公共边界两端顶点处相邻的两对三角形面积比相等 ] 

(参见图 2的阴影部分)。 

此外 ，根据 Bernstein基函数的独立性，充分条件还可以 

简化为： + 一 G，其中a，卢， 分别为系数多项式，A 一 

P1 3一 一Po．1．4一 ，B 一Q 3一 一Qo 4一 ，G—Po 1，3一 P ，4 

( 一0，⋯，4)，这说明当两张三角 t~zier曲面的GC 光滑拼接 

条件仅与曲面的边界控制点和相邻一排控制点有关。 

对于a， ， 的取值，文献1-17]中给出了一种确定方法，将 

重心坐标变换成直角坐标，将每个控制顶点表示为三角形域 

三个顶点的关系式，最后推导出 a， 分别为 一S ／a， 一S／ 

△，其中，△表示三角形 P1P Pz的面积，s为曲面 P的面积， 

S 为曲面P 的面积，其几何意义为将两三角曲面在XOZ平面 

投影，如图 3所示 。 

图 3 两个相邻三角域 

此外，文献[19]给出了 ，|9， 的另一种取法，将 ， ， 设 

为关于r。的函数 ： 

O2~O'i 十 ， — 2 + n， 一 3 十 

这种取法更加灵活、自由，但需要考虑的系数也相应增 

加。文献[2o]N用曲面细分的局部设计方法构造光滑曲面， 

内部控制顶点的系数多项式取 —dl，．8—1， —r2 1+ 2n。 

刘鼎元和 Hoschek在文献[21]中讨论了三边 Bfizier曲面片 

与四边 B6zier曲面片的GC 连续问题。 

3．2 三角 B样条曲面的光滑拼接 

三角 B样条曲面既可以表达定义在平面上非规则三角形 

参数域中的任意复杂的几何形状，还可以被拓展到球面和具有 

任意拓扑的流形域上。对于给定的空间点 Po( —O，1，⋯，m； 

一0，1，⋯， )，三角 B样条曲面可生成一张由(优一1)×( 一1) 

个曲面元组成的曲面，其中曲面元 R，定义为R，(“， )=UAB 

A丁 ，U一 (1，COS ，sin“，COS 2u)，V一 (1，COS 72，sin ，COS 

2v)， 

fP 1，j--1 P 一1，J P⋯1 7+1] 
一 I Pi，J l Pi，J Pi，j+l l 

【P升I，，一1 +1，7 P +l， +I j 

A一 1 

3 —2 3 

0 4 — 4 

— 4 4 O 

一 1 0 1 

从定义中可以看到，每个 曲面元都由 9个控制顶点来定 

义，文献[22]定义了两个参数：a一1，I9—2，证明了此时两个曲 

面元在边界处满足 ： (,r／2， )一 。 + (o， )+|盆R + (0， 

，其中 (re~2， )，R + (o， )为两个曲面元边界曲线的 

)+ 二阶导数，R + (0， )为一阶导数，即此时三角 B样条曲面元 

在边界处可以达到 GCe连续。此外 ，在达到同样连续要求的 

情况下，三角 B样条只需要张量积 曲面的一半次数，所以，它 

在构造光滑混合曲面方面具有很大的潜力[2 。 

结束语 本文对基于矩形域和三角域的参数曲面的 GC 

拼接条件进行了分析和讨论。在实际 CAGD的造型过程中， 

客体表面的表示比较复杂，通常很难直接用两张参数曲面来 

完全予以表示 ，比如通常先经过细分将 曲面分为多个矩形域 

或三角域曲面片，然后再进行多个面片间的光滑处理。目前 

在这一领域以下几方面的研究工作值得关注：(1)矩形域或 

三角域曲面片有着不同的几何拓扑结构 ，具有任意拓扑结构 

适应能力的光滑拼接技术一直是该领域的热点和难点问题， 

同时也是实际应用中亟待解决的问题 ；(2)基于混合函数的 

多片曲面光滑拼接技术是实现曲面光滑拼接的重要手段 ，如 

何构造适应光滑曲面拼接，特别是高阶连续拼接的混合函数， 

也是一个值得重视的研究内容；(3)三角 B样条曲面以其优 

越的连续性质而受关注，有关三角 B样条曲面的多片光滑拼 

接技术的研究也将是一个研究的重要内容。 
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本主题的基础之上，这从一定程度上降低 了描述文档所需的 

词汇量，起到了文档内容压缩和降维的作用。本文采用文档 

压缩率(R)表示文档内容被压缩的程度，其计算方法如下： 

R=nz／ld (22) 

其中， r表示文档特征词的数量；如表示文档中不同词项的 

数目。在 VSM 中，nf：ld；在 TPDC中， r一 ㈣ *zIoDI ，显而 

易见，R越小，用于表示一篇文档的特征词越少 ，文档被压缩 

的程度越大。 

在表 1所列 的参数条件 下，对 20 Newsgroups中所有 

20，000条新闻记录按照方程(22)计算压缩率 ，按组平均结果 

如表 2所示。 

表 2 压缩率比较 

实验表明，与 VSM模型相 比，TPIX；模型有着更小的压 

缩率。如果忽略特征词长度的区别，假定存储每个特征词所 
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需的空间是相同的，则由表 2可以看出，在文档的特征词存储 

方面，TPDC模型的空间开销远小于 VSM，平均约为 VSM 的 

58 。因此，TPDC模型对文档内容的压缩能力 明显优于 

VSM 。 

结束语 本文提出一个TPIX2模型，将文档的相关性建 

立在文档后验概率的基础之上，并通过概率推理和合理近似， 

把求解文档之间的相关性转化为计算主题 向量之间的相似 

性，使问题得以简化和解决。实验结果显示，与 VSM模型相 

比，TPIX2模型主要有两方面的优点：1)TPDC模型有较高的 

检索精度 ；2)TPDC模型存储文档特征词的空间开销较少。因 

此，TPDC模型在文档检索中有更好的应用前景。下一步工作 

将重点研究如何根据具体文档自动选取最佳的主题个数和主 

题长度，并通过更多的语料库实验检测 TPDC模型的性能。 
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