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德国Wille教授在2O世纪 8O年代初提出了形式概念分 

析口]理论 ，概念格是该理论中的核心数据结构形式，它可从对 

象与属性构成的关系数据中构造出来，能够精确而又简洁地 

反映出概念间的结构层次关系。作为数据分析和知识处理的 

形式化工具，概念格模型已广泛应用于数据挖掘、软件工程、 

知识工程等众多领域l_2_ 。 

文献1"-73针对对象属性关系表中行列的可减性提出了可 

约简的对象与可约简的属性这两个概念，文献E8]在概念格同 

构与协调概念基础上提出了概念格属性约简理论。这些约简 

都是立足于概念格整体的。然而，某些情况下对概念格的关 

注可能只是其中的单个概念或部分概念 ，对这种概念格局部 

知识的简化是概念格属性约简的重要研究课题之一。本文依 

据概念的相似及子概念格的同构提出了形式背景关于概念、 

子概念格(包括概念格)的属性约简概念，定义了概念、子概念 

格、概念格的特征函数，得出了概念格在各种不同层次下属性 

约简的具体方法。同时，研究了不同约简下属性之间的关系， 

进一步完善了概念格属性约简理论 ，也为概念格用于数据处 

理和知识发现提供了新的工具。 

1 概念格基础 

在形式概念分析 中，形式背景是概念格的基础，其定义 

为： 

定义 1 ET] 三元组 K=(U，D，R)称为一个形式背景。其 

中， 是非空有限的对象集合，D是有限的属性集合，R是 

和D 问的二元关系，即R U×D。若( ，n)∈R，则称对象 z 

具有属性口，记为 xRa。 
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在形式背景(U，D，R)中，对 Vz∈U，V口ED，若用 1表 

示(z，。)∈R，0表示( ，。) R，则形式背景可表示为只有 0 

和 1的表格。 

对形式背景(U，D，R)，定义 U，D幂集上的映射 厂：2 一 

2。，g：2D— 2 女口下 ： 

(x)一 。J口∈D，V ∈x，上Rn) x∈ ，x≠声 

l D d 

g(A)一 
l-z∈u，V口∈A， 。> A∈ 。，A≠ 

一 l U A一 

任意 xEU，若 厂({3g))≠ ，则称 (U，D，R)是 【，上正则 

的；任意 aED，若 g({。))≠ ，则称(U，D，R)是 D上正则的； 

若(u，D，R)既是 u上正则的又是D上正则的，则称(U，D， 

R)是正规的。本文讨论的形式背景都是正规的。 

定义 2[ ] 设 (U，D，R)为形式背景，如果一个二元组 

(X，A)满足 XcU，X≠ ，A D，_厂(X)一A，g(A)= ，则称 

(x，A)是一个形式概念，简称概念。其中，X称为概念的外 

延，A称为概念的内涵，A中属性称为(X，A)的特征属性。 

显然，任意非空的 x u，(X，，(x))是概念，当且仅当 

g(厂(X))一X。 

设(X，A)是形式背景(U，D，R)中的概念，Y u，若Y 

x，则称(x，A)是 y生成的概念。 

设L(U，D，R)为形式背景(u，D，R)下所有概念的集合， 

定义 L(U，D，R)上的序关系： 

(x】，A1)≤ ( ，A2)㈢Xl X2 

偏序集L(U，D，R)称为概念格。其中，上、下确界定义 

为： 



 

(Xl，A1)̂ (X2，A2)=(Xl nX2，f(g(Al UA2))) 

(Xl，A1)V(X2，A2)一(g(f(X1 Ux2))，A1 nA2) 

L(U，D，R)是一个完备格[ 。 

设 X U，若 (U，D，R)是 X生成的概念的集合 ，即 

Lx(U，D，R)一{(y，A)l X 三y，(y，A)∈L(U，D，R)} 

则对于如上定义的偏序关系及上、下确界，Lx(L，，D，R)仍是 
一 个完备概念格 ，称其为由X生成的子概念格。显然，L (U， 

D，R)一L(U，D，R)。{z}生成的子概念格也称为对象 -z生成 

的子概念格，简记为 L (U，D，R)。易见 ，L(U，D，R)一 UL 
z∈u 

(U，D，R)。 

例 1 对表 1所示形式背景 (U，D，R)，给出其上的概念 

格及各对象生成的子概念格。 

表 1 形式背景 

(U，D，R)上的概念格及各对象生成的子概念格为： 

L(U，D，R)一 {(3，acde)，(14，abe)，(23， )，(134，ae)， 

(1234， )} 

Ll(U，D，R)一{(14，abe)，(134，ae)，(1234， )} 

L2(U，D，R)一{(23， )，(1234， )} 

L3(U，D，R)一{(3，acde)，(23， )，(134，ae)，(1234， )} 

L4(U，D，R)一{(14，abe)，(134，ae)，(1234， )} 

定理 1 在形式背景(U，D，R)中，设 x U，x≠ ，则(g 

(厂(X))，厂(X))是 X生成的最小概念。 

证明：首先证明(g(_厂(x))，_厂(X))是(U，D，R)中X生成 

的概念。由 g(厂(X)) X≠ 得 ，g(_厂(X))≠ ，且 f(g( 

(X))) ，(X)，又 f(X)Gf(g(f(X)))，从而 厂(g(厂(X)))一 

，(X)，可见，(g(，(X))，f(X))是(U，D，R)中X生成的概念。 

其次，若(y，A)是一概念 ，且 Xc_Y，则 _厂(X)2f(Y)，从而 g 

(，(X)) g(厂(y))一y，故(g(厂(X))，，(X))是 X生成的最 

小概念。 

对形式背景(U，D，R)，由于 Uqg(f(U))，且 g(厂(U)) 

U，可见 ，(U， (【，))一定是 L(U，D，R)中的概念，称其为平凡 

概念 。任何形式背景中都存在平凡概念 ，只含有平凡概念的 

概念格称为平凡概念格。 

定理 2 设(U，D，R)是形式背景，L(U，D，R)是非平凡 

概念格 ，当且仅当存在 z，yEU，aED，使 aE_厂({z})，a f 

({y})。 

证明：由定理 1知 L(U，D，R)是非平凡概念格，当且仅当 

xEU，g(厂({ }))≠U。 

而 g(，({z}))≠ 了yEY， 硭g(-厂({z)))。 

g(，({x)))甘 aED，aE_厂({x))，n f({y))。 

故 L(U，D，R)是非平凡概念格，当且仅当存在 z，yEU， 

aED，使nE厂({z})，a∈，({y})。 

定理表明，正规的形式背景表只有当其中含有“0”时，其 

上的概念格才是非平凡的。 

定义 3 设(X1，A1)、(X2，A2)分别是 L(U，D ，R )、L 

(U，D2，Rz)中的概念，若 X 一X2，则称(X ，A )与(X2，A2) 

相似，记为(x1，A1) (X2，A2)。若对于任意(x，A)EL(U， 

D2，R2)，都存在(X ，A )EL(U，D ，R )，使(x ，A ) (X， 
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A)，则称 L(U，D ，R1)细于 L(U，D2，Rz)，记为 

L(U，D1，R1)≤L(U，D2，R2) 

若 L(U，D1，R1)≤L(U，D2，R2)，且 L(U，D2，R2)≤L 

(U，D1，R1)，则称 L(U，Dt，R-)与L(U，D2，R2)同构[ ，记为 

L(U，D1，R1)兰L(U，D2，R2) 

在形式背景 (U，D，R)下，对任意 A D，定义 RA—RN 

(己，×A)，则(U，A，Ra)也是一个形式背景。 

易见，概念格具有性质： 

(1)与对象集u相关的概念格集合上的同构关系是等价 

关系； 

(2)若 A 三D，则 L(U，D，R)≤L(U，A，RA)[。 ； 

(3)若 L(U，D1，R1)≤L(U，D2，R2)≤L(U，Da，R3)，且 L 

(U，D1，R1)竺L(U，D3，R3)则 

L(U，D1，R1)三三三L(U，D2，R2)三三三L(U，Da，R3)。 

2 概念格中的属-陛约简 

在形式背景(U，D，尺)下，D中的属性对概念外延的确定 

往往并非都是必要的，据此可建立属性约简概念，它是概念的 

最简特征刻画。 

定义4 设(x，A)是形式背景(u，D，R)下的概念，若aE 

D，若(U，D一{a)，R。 })中不存在与(x，A)相似的概念，则 

称 a是(U，D，R)关于(X，A)的不可省属性；若 (U，D一{a)， 

RD一㈨)存在与(x，A)相似的概念，且存在 B D，a∈B，(【，， 

B，RB)中存在与(X，A)相似的概念，但(U，B一{a)，R 一㈦)中 

不存在与(X，A)相似的概念，则称 a是(U，D，R)关于(X，A) 

的相对可省属性 ；否则，称 a是(U，D，尺)关于(X，A)的绝对 

可省属性。(【，，D，R)关于(X，A)的相对、绝对可省属性统称 

为(U，D，R)关于(X，A)的可省属性。 

定义5 设(X，A)是形式背景(【，，D，R)下的概念，B D， 

若(U，B，岛 )中存在(x，A)的相似概念 ，且 VnE B，(U，B一 

{口}，R })中不存在(X，A)的相似概念，则称 A是(U，D，R) 

关于概念(X，A)的一个约简。若 (U，D，R)关于概念(X，A) 

的所有约简的交集非空，则称该交集为(U，D，R)关于概念 

(X，A)的约简的核。 

定理3 (u，D，R)关于概念(x，A)的约简存在，当且仅 

当(X，A)是非平凡概念。 

证明：充分性。考虑 A的所有一元子集。若存在一元子 

集子{n}，使g({a))一x，则在(U，{n)，R{。))中，由于，(x)= 

厂(g({a})) {a)，且 ，(X) {a}，故(X，{a))是(U，{口)，R㈦) 

中(X，A)的相似概念 ，又由于(U， ，R )中只有平凡概念，从 

而(U， ，R )中无(x，A)的相似概念 ，所以，{口)是(U，D，R)关 

于概念(X，A)的一个约简，于是结论成立。否则 ，考虑 A 的 

所有二元子集，若存在二元子集 B，使 g(B)一X，对 VaEB， 

设(y，C)是(U，B一{a}，RB一㈦)上的任意概念，由 C B一{n) 

知 y—g(C) g(B一{a}) g(B)一X，又 B一{a)是 A的所有 
一 元子集说明g(B～{a))≠X，故 y≠x，从而 (U，B一{口)， 

R ))中无(X，A)的相似概念 ，这说明B是(U，D，R)关于概 

念(X，A)的一个约简，否则，考虑 A的三元子集，如此进行下 

去，由于A有限，且 g(A)一X，因而在有限步内一定可找到 

(U，D，R)关于概念(X，A)的一个约简，故(U，D，R)关于概念 

(X，A)的约简存在。 

必要性。设 B是(U，D，R)关于概念(X，A)的一个约简， 

则VaEB，(U，B一{a}，RB ))中所有概念与(X，A)不同相 

似，由于 L(【，，B一{n)， 一㈨)包含平凡概念，故(X，A)是非 



平凡概念。 

下面的定理反映了属性关于概念的可省性和关于概念的 

属性约简之间的联系。 

定理 4 设(U，D，R)是一形式背景 

(1)a是(U，D，R)关于(x，A)的不可省属性，当且仅当对 

任意(u，D，R)关于(x，A)的约简 B，都有 a∈B(即：a是(u， 

D，R)关于(X，A)的约简的核中的元素)。 

(2)a是(U，D，R)关于(X，A)的相对可省属性 ，当且仅当 

存在(U，D，R)关于(x，A)的约简 B，C，使 a∈B，a C。 

(3)a是(U，D，R)关于(X，A)的绝对可省属性，当且仅当 

对任意(U，D，R)关于(X，A)的约简 B，都有 a B。 

(2)可由(1)、(3)推得，下面证明(1)、(3)。 

证明：(1)充分性。假设 a是(U，D，R)关于(X，A)的可 

省属性，则(U，D一{。}，R。一㈨)存在与(x，A)相似的概念(x， 

A )。由(U，D，R)关于 (X，A)的约简存在知，(U，D一{a}， 

RD })关于(X，A，)的约简也存在，设 C是其中一个约简，C显 

然也是(U，D，R)关于(x，A)的约简，而 由C D一{口)知 n 

C，这与前提矛盾，故 a是 (U，D，R)关于(X，A)的不可省属 

性 。 

必要性。若 a是(U，D，R)关于(X，A)的不可省属性 ，则 

显然有 X≠U，从而(U，D，R)关于(X，A)的约简存在。设 B 

是其中任意一个约简，则 a∈B，否则，若 a B，设 (x，A )是 

(U，B，RB)中(X，A)的相似概念 ，由于 B—B一{a} D一{a}， 

所以，(U，D一 { }，RD一㈦)中存在 (X，A )的相似概念 (x， 

)，显然，(X， )：垒=(X，A)，这与a是(U，D，R)关于(X，A) 

的不可省属性矛盾。 

(3)充分性。即证任意B D，a∈B，若(u，B，RB)中存在 

(X，A)的相似概念(X，A )，则 (U，B一{a)，RB ))中也存在 

(X，A)的相似概念。设(X，A )是(U，B，R )中(X，A)的相似 

概念，由(U，D，R)关于(X，A)的约简存在知 ，(U，B，RB)关于 

(X，A )的约简存在。不妨设 C是其中一个约简 ，(【，，C，Rc) 

中(x，A )的相似概念为(x， )，C显然也是 (U，D，R)关于 

(X，A)的一个约简，从而a C，于是 C=C--{a} B一{n}，由 

此知，(【，，B {a)，R })中存在(x， )的相似概念，这些概 

念当然也是(X，A)的相似概念。故 n是(U，D，R)关于(X， 

A)的绝对可省属性。 

必要性。反设存在(U，D，R)关于(X，A)的约简 B，使 a∈ 

B。由约简的定义知，(U，B，凰 )中存在(X，A)的相似概念 ， 

但 (U，B一{a}，RB㈨)中不存在(X，A)的相似概念，这与 a是 

(U，D，R)关于(X，A)的绝对可省属性矛盾，故 ，对 (U，D，R) 

关于(X，A)的任意约简 B，都有 a B。 

定理5 若 B是( ，D，R)关于概念(x，A)的一个约简， 

则 B 三A。 

证明：设(X ，A )是 (U，B，R )中(X，A)的相似概念，则 

显然有 A B，A A。假设存在 a∈B，。 A，则 A =A 一 

{a} B {a)，这说明(X ，A )也是(U，B一{a)，R 一』Ⅱ1)中的 

概念，从而，(u，B一{n}，Re })中存在(x，A)的相似概念，这 

与B是(U，D，R)关于概念(X，A)的约简矛盾，故 B A。 

此定理说明，形式背景关于概念的约简与概念的非特征 

属性无关 ，它只由概念的特征属性决定。 

推论 若 aED—A，则 a是(U，D，R)关于概念(X，A)的 

绝对可省属性。 

形式背景除了有关于概念的属性约简外还有关于子概念 

格(包括概念格)的属性约简。 

定义 6 设(U，D，R)是一形式背景，S U，aE D，若 

(u，D一{a)，RD一㈦)与Ls(U，D，R)不同构，则称 a是(u，D， 

R)关于 Ls(U，D，R)的不可省属 性；若 (U，D一 {口}， 

RD ㈨)三三三Ls(U，D，R)，且 A D，a∈A，Ls(U，A，Ra)三三三Ls 

(U，D，R)，但 Ls(U，D，R)与Ls(U，A一{a)，RA㈨)不同构， 

则称 n是(U，D，R)关于 (L『，D，R)的相对可省属性；否则称 

n是(U，D，R)关于 Ls(U，D，R)的绝对可省属性 ，(U，D，R)关 

于 Ls(【，，D，R)的相对、绝对可省属性统称为(U，D，R)关于 

Ls(U，D，R)的可省属性。 

定理 6 设(U，D，R)是一形式背景，a是(U，D，_R)关于 

L(U，D，R)的可省属性，当且仅当V：rEU，＆是(【，，D，R)关于 

(U，D，R)的可省属性。 

证明：充分性。反设 “是(U，D，R)关于 L(U，D，R)的不 

可省属性 ，则 L(U，D一{a}， ㈦)与 L(U，D，R)不同构，又 

由于 L(U，D，R)≤L(U，D一{a}，RD㈦)，于是存在(X，A)E 

L(U，D，R)，使 V(x ，A )∈L(U，D一{a}，RD一{d1)，都有 x ≠ 

X。设 ∈X，则(X，A)∈L『(U，D，R)，而对于V(X ，A )E 

L (U，D一{a}，RD一㈦)，由于 L】 (U，D一{a}，RD一㈦) L(U， 

D一 {a)，RD )，因而有 ≠ X。可见，L (U，D一{a}， 

RD })与 Lr(U，D，R)不同构。从而 a是(U，D，R)关于 L 

(u，D，R)的不可省属性，这与题设矛盾，故结论成立。 

必要性。设(X，A)ELx(U，D，R)，则 (X，A)EL(U，D， 

R)，由于L(【，，D一{n}，RD㈨)兰L(U，D，R)，因此存在(x， 

B)∈L(U，D一{口}， 一㈨)，显然(X，B)∈L ( ，D一 { }， 

RD㈨)，于是 L (U，D一{a}，RD })≤L (U，D，R)，同理可 

证 L (u，D，R)≤ (U，D一{＆}，RD一㈨)，故 a是(U，D，R)关 

于L (U，D，R)的可省属性。 

推论 设(U，D，R)是一形式背景，a是(U，D，R)关于 L 

(U，D，R)的不可省属性，当且仅当 jzEU，a是 (U，D，R)关 

于 (U，D，R)的不可省属性。 

定理及推论反映了属性关于概念格的可省性和关于子概 

念格的可省性之间的关系。实际上，属性关于概念、概念格的 

可省性之间以及关于概念、子概念格的可省性之间也都存在 

类似关系。 

定义 7 设(U，D，R)是一形式背景，S U，A D，若 

(U，A，RA)兰 Ls(U，D，R)，且 Va E A，Ls(U，A一 {a}， 

RA㈦)与 Ls(U，D，R)不 同构，则称 A是 (U，D，R)关于 Ls 

(u，D，R)的一个约简。若( ，D，R)关于 上，s(U，D，R)的所有 

约简的交集非空，则称该交集为(U，D，R)关于 Ls(U，D，R) 

的约简的核。 

取不同的 S可得到关于各种层次的概念格的属性约简。 

s一 时就是文献[8]中的约简定义。这些约简体现了不同层 

次概念格的特征，这为形式背景多层次的分析奠定了理论基 

础 。 

形式背景中属性关于子概念格的可省性与关于子概念格 

的约简之间存在类似定理 4的结论。由此结论和定理 6的推 

论立即可知，形式背景(U，D，R)关于 L(U，D，R)的约简的核 

是所有关于U中对象生成的子概念格的约简的核的并集。 

定理 7 设 (U，D，R)是一形式背景，S U，则(U，D，R) 

关于 Ls(U，D，R)的约简存在 ，当且仅当 Ls(U，D，R)是非平 

凡概念格。 

证明：充分性。由于 Ls(U， ，R )是平凡概念格 ，因此 

(U， ， )与 (U，D，R)不同构。考虑 D的所有一元子集 ， 

若存在 aED，使 Ls(U，{。}，R㈨)兰Ls(U，D，R)，则{a)显然 
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是(U，D，R)关于 (U，D，R)的一个约简，否则考虑 D的所 

有二元子集，若存在二元子集 A D，使 Ls(U，A，Ra)兰Ls 

(U，D，R)，则 A是(己，，D，R)关于 Ls(u，D，R)的一个约简，否 

则考虑 D的所有三元子集，如此进行下去。由于A是有限集 

合，且Ls(u，D，R)与自身同构，故在有限步内必可找到( ， 

D，R)关于Ls(U，D，R)的一个约简，可见 ，(【，，D，R)关于 Ls 

(U，D，R)的约简存在。 

必要性。若(【，，D，R)关于 Ls(【，，D，R)的约简存在，不 

妨设 A是(U，D，R)关于 (U，D．R)的一个约简。由约简的 

定义知 ，存在 B A，使 ，Ls(U，B， )与 (【，，D，R)不同构， 

又由于 Ls(U，D，尺)≤Ls(U，B，RB)，故 (U，D，R)中一定 

包含非平凡概念 ，从而，Ls(U，D，R)是非平凡概念格。 

推论 形式背景(U，D，R)关于 L(U，D，R)的约简存在， 

当且仅当存在 ∈U，(U，D，R)关于 L (U，D，R)的约简存 

在 。 

3 属性约简方法 

形式背景的属性约简中，关于概念的属性约简是最基本 

的，它是关于子概念格(包括概念格)的属性约简的基础。概 

念完全由它们的特征属性所决定，针对这些特征属性我们首 

先引入形式背景中概念的特征函数，并由此得出确定约简的 

方法，然后在此基础上给出子概念格 (包括概念格)的特征函 

数以及确定关于子概念格(包括概念格)的属性约简的方法。 

设(X，A)是形式背景(U，D，R)中的概念，对每个 口ED， 

指定一个布尔变量 ，仍用“n”不加区分地表示。 

r ^ ( V a) Ma≠ 

定义 8 若 △(x．A)一 ‘ ，则 

l 。 MA一声，x≠u 

称△(x．A】是(U，D，R)关于概念(x，A)的特征函数。其中， 

MA— Ug({a})～X。 

MA≠ 时，显然有 X≠己，，可见 ，上述特征函数是针对非 

平凡概念的。 

(X，A)的特征函数是一个布尔表达式，它可化为析取范 

式，即由一些变量合取式的析取所组成的布尔表达式。 
一 个析取范式，若其各析取支互不相同，且每个析取支都 

包含于任何一个与它相等的析取范式的某个析取支 ，则称此 

析取范式为极小析取范式。由布尔代数理论知，任何不含变 

量非运算的布尔表达式都有唯一的极小析取范式。 

定理 8 B是形式背景(【，，D，R)关于概念(X，A)一个约 

简，当且仅当B是 △(x‘A]的极小析取范式的一个析取支。 

证明：充分性。设 B是 △(x_A)的极小析取范式的一个析 

取支。若 △(x．A)一 Va，则 B是A 的单元子集。此时 Ma一 ， 

X≠U，不妨设 B一{b}，bEA，由MA一 知，g({b})一X，从而 

(X，{b))是(U，{b)，Rf6))中(X，A)的相似概念；另外 ，X≠U 

又说明，(U， ，R )中无(X，A)的相似概念，可见，B是(U，D， 

R)关于概念(X，A)一个约简；若 △(x，A)一 ^ ( V d)，此 
。E

a

，
E

‘
A

㈨  

时，]VIA≠ ，由 {5≠MA U—X知，x≠u。为了证明B是(U， 

D，R)关于概念(x，A)一个约简，首先证明，(u，B，R／3)中存在 

(X，A)的相似概念。当 g(B)一X时，显然有(X，B)是 (U，B， 

)中(X，A)的相似概念，所以只要证 g(B)一X，也即证VxE 

MA，z g(B)。对 VzEAsIA，由于 B是 ^ ( V a)的极小 
a E

‘

A
{ ) 

析取范式的一个析取支，于是，B必包含 ^ ( V a)的合 
MA 
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取支 V a的至少一个变量 ，即存在 0∈B，n 厂({z))，从 
。 

而 g(B)。其次证明，Va∈B，(U，B一{a}，RB一㈨)中不存 

在(X，A)的相似概念。若 △cx．A]= V n，结论显然成立。下面 

证明△(x-A)一 ^ ( V a)的情形。首先有，△(x'̂)的每个合 
MA “ 

取支至少包含 B中一个元素，否则，若存在 △ 的某个合取 

支不含 B中元素，则当取 B中每个变量的值为 1，而 A—B中 

每个变量的值为0时，△cx 就有一值为0的合取支，而 △(x A) 

的极小析取范式有一值为 1的析取支，从而，△(x-A)一 0；同时， 

△( )一 1，这 显 然 是一 对 矛 盾。反设 ]a∈B，(U，B一 

{a)，风 ))中存在(x，A)的相似概念。在此假设下先来证 

明，△cx 的每个合取支至少包含 B一{a}中一个元素。反设 

存在 △ lA)的某个合取支不包含 B一{a)中元素，由于 △(x-A) 

的每个合取支至少包含 B中一个元素，故存在 △cx．A)的某个 

合取支包含 n但不包含 B一{n}中元素 ，这说明存在某个 ∈ 

MA，使 B一{口} _厂({ })，从而 ∈g(B一{a))，而 32∈MA又 

说明2C X，可见，g(B一{a))≠X，而在(U，B一{口)，RB一㈨) 

中，厂(X)一B一{a}，这说明(【，，B一{n}，RB一㈦)中不存在(X， 

A)的相似概念，这与题设矛盾。△(x 的每个合取支至少包 

含 B一{a}中一个元素说明，△c．Y．A 的极小析取范式必有某析 

取支包含于 B一{。}，这与 B是△cx．̂】的极小析取范式的析取 

支矛盾。综上知，B是(U，D，R)关于概念(X，A)一个约简。 

必要性。若 MA一 ，则VaEA，g(Ⅱ)一X，此时，(u，D， 

R)关于概念(X，A)约简 B显然是A 的一元子集，它当然是 

△(x 一 V d的极小析取范式的一个分支；若 MA≠ ，由B 

是(u，D，R)关于概念(X，A)一个约简知，g(B)一X，于是， 

V．rEMA(Jc x)，都存在 a∈B，使 a ，({．z})。这说明， 

△(x， 的任一合取支 V n都包含B中至少一个元素，从 
。∈

a

，
E
【

A

{ )J 

而，△ x_A)的极小析取范式必有某析取支 C包含于 B。实际 

上，B=C。若非如此，则 C是B的真子集。由B是(u，D，R) 

关于概念(X，A)一个约简知，(u，C，Rc)中不存在(X，A)的相 

似概念 ，但由充分性知，C也是(己，，D，R)关于概念(X，A)一个 

约简，从而(【，，C，Rc)中存在 (x，A)的相似概念，如此形成矛 

盾，故 B是 △(x， 的极小析取范式的一个析取支。 

由概念的特征函数可进一步定义子概念格(包括概念格) 

的特征函数，它可用于生成子概念格(包括概念格)的属性约 

简。 

定义 9 设(U，D，R)是一形式背景，S 己，，若 -D．R)= 

 ̂ △(x，A)，则称 △jJ ．D．R)是(U，D，R)关 于 Ls(L，， 
( ，A )∈ LS (U，D ， ) 。 

X≠U 

D，R)的特征函数。其中，△cx 是概念(X，A)的特征函数。 

类似于定理 8，关于子概念格(包括概念格)有下面的属 

性约简定理。 

定理 9 设(U，D，R)是一形式背景，S U，B是(U，D， 

R)关于 Ls(己，，D，R)一个约简，当且仅当 B是 △L (u R)的极 

小析取范式的一个析取支。 

证明：充分性。首先，△』_ (U．D．尺 的存在说明 (U，D，R) 

中存在某概念，(u，D，R)关于该概念的约简存在，从而该概 

念是非平凡的，Ls(【，，D，R)是非平凡概念格。于是，(U，D， 

R)关于 Ls(U，D，R)约简存在 。其次，由定理 8知，△(x，A)等 

价于(u，D，R)关于(x，A)的所有约简的析取，从而，B包含 

(U，D，R)关于 (U，D， )中每个非平凡概念的至少一个约 

简。于是，对 Ls(【，，D，R)中每个非平凡概念 (X，A)，存在 



C B，Ls(U，C，Rc)中存在(X，A)的相似概念，从而，Ls(U， 

B，RB)中存在(x，A)的相似概念。这样就有，Ls(U，B，RB)≤ 

(U，D，R)，又Ls(U，D，R)≤Ls(U，B，RB)，故(U，B，RB)三三三 

L(U，D，R)。另外，对任意 a∈B，必存在 Ls(U，D，R)中概念 

(x，A)，B一{Ⅱ}不包含(u，D，R)关于(X，A)的任何约简(否 

则，△J_ -D．励的极小析取范式必有某析取支包含于 B一{a}， 

与 B是 △f．(ulf)． )的极小析取范式的一个合取支矛盾)。于是， 

(U，B一{a}，Ra ))中不存在(x，A)的相似概念，从而 Ls 

(U，B一{a}，RB })与 (U，D，R)不同构。至此可见，B是 

(U，D，R)关于Ls(U，D，R)的一个约简。 

必要性。若 B是(U，D，R)关于 Ls(U，D，R)的一个约 

简，则对 Ls(【，，D，R)中任意非平凡概念 (X，A)，Ls(U，B， 

RB)中存在(X，A)的相似概念(X，A )，(【，，B，RB)关于(X， 

A )的约简显然存在并且包含于 B，这样的约简显然也是(U， 

D，R)关于 (X，A)的约简。由此可 见，对 △L(u．D．R)中每个 

△ ．A】，B必包 含它的极小析取范式 的一个 析取支，于是， 

。 ( ．D．K】的极小析取范式必有某析取支 C包含于B。而由充 

分性知，C也是 (U，D，R)关于 Ls(U，D，R)一个约简，从而 

B=C，否则，由 B是( ，D，R)关于 Ls(U，D，R)一个约简，C 

是 B的真子集知，C不是(U，D，R)关于 Ls(U，D，R)的约简， 

与已证充分性矛盾 。可见，B是 (u )的极小析取范式的 

一 个析取支。 

4 约简举例 

定理 8，9说明，形式背景关于概念、子概念格(包括概念 

格)的属性约简都能通过对相应特征函数进行布尔运算来确 

定。 

例 2 计算表 1所给形式背景(U，D，R)关于概念、每个 

对象生成的子概念格以及概念格的属性约简。 

每个非平凡概念的特征函数为： 

△(3． )一 (cV )(nV cV 8)(cV )一cVadVde 

△(14，abe)一6，A(z3．d)一 ，△(134， )一口V e 

所以，(【，，D，R)关于(3，acde)的约简为：c，ad，dei关于 

(14，ade)的约简为：6；关于(23， )的约简为 ： ；关于(134，ae) 

的约简为：a，e。 

(U，D，R)关于 L1(U，D，R)，L2(U，D，R)，L3(U，D，R)， 

L4(U，D，R)的特征函数分别为：AL R)一6(口V g)=abV be 

AL2(u．D，R)一 

(u，D，R)一(cVadVde)d(aV g)=adVde 

(u．D，R)一b(aV P)=abV be 

所以，(U，D，R)关于 L1(U，D，R)，L2(U，D，R)，L3(【，， 

D，R)，L4(U，D，R)的约简分别为 ：ab，be；d；ad，de；ab，be。 

(U，D，R)关于L(U，D，R)的特征函数为： 

AL(u，D，R)一 (abV be)d(adVde)(abVbe)=abdV bde 

所以，(U，D，R)关于 L(U，D，R)的约简为：abd，bde。 

从以上结果可发现，(U，D，R)关于 L(U，D，R)的约简的 

核{b，d)是关于所有概念约简的核的并集，同时，(己，，D，R)关 

于 L(U，D，R)的可省属性是(U，D，R)关于某个对象生成的 

子概念格的可省属性，与前面讨论的属性关系是一致的。 

需要指出的是，形式背景关于子概念格的属性约简概念 

可以推广到任何一个含有非平凡概念的概念集合上 ，并且也 

有相应的特征函数及约简定理。文献E81中用辨识函数求关 

于概念格属性约简的方法对于求子概念格属性约简也是适用 

的，但对于一般概念集合上的属性约简却是不适用的。可以 

证明的是，一个概念集合，只有当其中每个概念的所有上层概 

念(外延更广的概念)都在该集合中时，辨识函数求属性约简 

的方法才是适用的。同时辨识函数方法也无法处理关于概念 

的属性约简问题。这两点说明，特征函数方法 比辨识函数方 

法更具有一般性。 

结束语 形式背景关于概念、子概念格(包括概念格)的 

属性约简是保证相关概念外延不变的最简属性描述。各种不 

同层次的属性约简并不改变概念或概念集合表现出的知识， 

但知识的表达却更为简明，这为形式背景中发现新知识创造 

了条件。同时，多种层次的属性约简也进一步丰富和完善了 

概念格属性约简理论。 
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