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面向无线传感器网络节点定位的 自适应 

卡尔曼滤波算法收敛条件分析 
李 迅 王建文 李洪峻 马宏绪 

(国防科技大学机电工程与自动化学院自动控制系 长沙 410073) 

摘 要 分析了新息序列是有色噪声时自适应卡尔曼滤波算法(Adaptive Kalman Filter，AKF)的滤波效果，在范数意 

义下，证明了k时刻AKF算法中估计误差协方差矩阵和k时刻最优KF算法中估计误差协方差矩阵间距离与新息序 

列相关性成正比。利用上述结论，证明了所有AKF算法中估计误差协方差矩阵必逐渐远离1时刻最优 KF算法中估 

计误差协方差矩阵。总结上述结论，发现 AKF算法收敛条件可描述成以下几个等价命题：1)AKF算法中估计误差协 

方差矩阵与 1时刻最优 KF算法中估计误差协方差矩阵差有极限；2)k时刻 AKF算法中估计误差协方差矩阵和 k时 

刻最优 KF算法中估计误差方差矩阵间距离极限是0；3)AKF算法渐进收敛于k时刻最优 KF算法；4)AKF算法中新 

息序列渐进收敛于白噪声序列；5)k时刻 AKF算法中滤波增益矩阵与k时刻最优 KF算法中滤波增益矩阵间距离极 

限是 0。上述理论为最终解决复杂环境下无线传感器网络节点定位问题奠定了基础。 

关键词 无线传感器网络，节点定位 ，自适应卡尔曼滤波算法，滤波性能分析，滤波收敛性 
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Abstract The filtering effects are analyzed when the innovations’series in an adaptive Kalman filter(AKF)iS colored 

noise．Taken the matrix norm as a tool，it is proved that at time k，the distance between the covariance matrix in the 

AKF and the covariance matrix in the kth optimal KF is in proportion tO the innovations’correlation．Then，it iS derived 

that covariance matrices in al1 AKFs are gradually away from the covariance matrix in the 1 th optimal KF based on the 

above-mentioned conclusions．At last，it iS summarized that convergent conditions of AKFs are：1 The difference be— 

tween the covariance matrix in an AKF and the covariance matrix in the 1th optimal KF has limit value；2 At time k，the 

limit value of the distance between the covariance matrix in an AKF and the covariance matrix in the kth optimal KF iS 

zero；3 The AKF is gradually convergent to the kth optimal KF；4 The innovations’series is gradually convergent to white 

noise；5 At time k，the limit value of the distance between the gain matrix in an AI<F and the gain matrix in the kth optimal KF 
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1 引言 

近十年来，无线传感器网络 (Wireless Sensor Networks， 

WSN)节点定位问题已被广泛研究。Capkun等人提出了 

SPA(Self-Positioning Algorithm)相对定位算法l1]。SPA算 

法首先建立局部坐标系，然后，通过节点间信息交换与协调建 

立全局坐标系，从而实现相对定位。Iyengar等人提出了一种 

基于聚类的定位算法_2]。该算法首先选择多个区域分别建立 

局部坐标系，以某一局部坐标系为参考坐标系建立全局坐标 

系。文献I-3]中提出了一种通过对多次测距结果求平均值来 

减小测距误差的算法，但这种方法仅适用于节点静止、测量噪 

声是平稳白噪声情况。Savvides等人提出了 NHMP(N-hop 

Multilateration Primitive)定位算法l_4]。NHMP算法研究 了 

WSN拓扑结构重构条件，并使用广义卡尔曼滤波算法 (Ex- 

tended Kalman Filter，EKF)提高定位精度。文献E53中的 

MD MAP算法应用 MDS技术把节点间距离矩阵变换为 2 

维或3维相对坐标系，根据锚节点信息将相对坐标系变换为 

绝对坐标系，从而实现定位 。Taylor等人利用贝叶斯滤波算 

法框架来同时估计动态节点和静态节点位置[6]。上述定位算 

法受到以下一个或多个假设条件限制 ：1)WSN节点是静态 

的；2)距离测量值噪声较小；3)需要大量节点位置已知；4)噪 

声协方差矩阵已知。 

WSN应用环境大多在复杂、恶劣的环境下。复杂环境 

中，WSN节点将受到统计特性未知的随机扰动影响，此时，上 

述假设很难成立，文献[1—6]中算法不能直接应用。分析发 

现 ，随机扰动统计特性未知时的 WSN节点定位问题可归结 

为基 于 自适应 卡尔曼 滤波算 法 (Adaptive Kalman Filter， 

AKF)cH ]的状态估计问题，目前，常见的 AKF算法有：基于 

渐消因子 的 AKF算 法[7-103；基 于噪声协方差 矩阵估计 的 

AKF算法Eu-14 ；基于滤波增益矩阵估计的AKF算法[15-17]等。 

显然，上述AKF算法滤波效果影响着WSN节点定位精度， 

因此 ，有必要研究 AKF算法的收敛性。在实际应用中，文献 

J 18 l指 出 SHAKF(Sage-Husa Adaptive Kalman Filter， 

SHAKF)算法[7,13]经常存在结果偏移现象，甚至发散_】 ；文 
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献[2O]指出SHAKF算法同时估计未知的系统噪声协方差矩 

阵和观测噪声协方差矩阵将会造成滤波发散；文献[21]指出 

滤波初值对 SHAFK算法收敛性影响较大，不恰 当的滤波初 

值会导致 SHAKF算法发散。这些论断从实际应用角度说明 

AKF算法在某些情况下会发散。 

构造 AKF算法的 目的是提高滤波精度 ，显然，AKF算法 

发散与 AKF算法的构造初衷相悖。如何从理论上评价 AKF 

算法收敛性?AKF算法收敛条件是什么?能否基于AKF算 

法收敛条件校正 AKF算法，以保证 AKF算法收敛 ，并提高 

AKF算法滤波估计精度?目前，这些问题既困扰着 AKF算 

法的实际应用又困扰着 AKF算法理论的进一步发展。为了 

丰富和完善 AKF算法理论，本文将对上述问题进行深入研 

究。 

2 KF算法介绍及其性质 

考虑时变线性离散随机系统 

f 一 一1如一1+ 一1 

( 【 一H + 

式(1)中， ER"，ykE／i,m，k是离散时间， 和 H 是 已知时 

变矩阵 ， 满秩， 行满秩， 和 是相互独立的零均值 

白噪声，其协方差矩阵分别是 D(wk)=Q，D( )：R。 

给定滤波初值 ，Po，且满足F~[ xo]：E[XO]，E[(勘一 

)( 一面) ]一Po，则相应的KF算法是 

以 一 J 一】+Kks 

岛一 一 H z女【 ～l 

。 一  

j 一1一 ～l“一l (2) 

Pk l一 一lPk—l I_1+Q 

一 IH (／-／~P 一lH +R) 

Pk一(L—K H )PkI 一1 

式(2)中，丁是矩阵转置符号，I 是n×n单位矩阵， 称为消 

息，E[(xk—Xkl̂一1)(钆一魏l 1) ]一PkI 一l，E[(xk一 )(岛 
一  

一  ) ]一Pk。 

性质 1 KF算法最优的充要条件是其滤波增益矩阵满 

足 K 一P小一1 H2’(H P 一1哪 十R)_。。 

把性质 1作为AKF算法构造条件，文献[7，9，10，12]中 

构造了几种 AKF算法，这些 AKF算法的优点在于：若能准 

确估计出噪声协方差矩阵，则它们将收敛于最优 KF算法。 

遗憾的是，这些 AKF算法的收敛性证明仍是一个难题。 

性质2 KF算法最优的充要条件是其新息序列是零均 

值白噪声。 

对于其他一些 AKF算法，它们不估计噪声协方差矩阵， 

而是以性质 2为条件 ，通过假设检验方法不断调整滤波初值 

(或其他滤波参数)，如文献[5，6]中构造的AKF算法就属于 

此类算法。由于性质2仅作为AKF算法最优性的检验条件， 

因此，这些算法的收敛性更难保证。 

由此可见，无论是以性质 1还是性质 2作为 AKF算法构 

造条件，所构造的AKF算法的收敛性都很难保证，另外，即 

使某些AKF算法收敛，我们也不清楚它们以何种趋势收敛、 

它们的估计误差协方差矩阵变化情况如何、这些 AKF算法 

的滤波性能是否可以进一步提高。这些问题都是现有的 

AKF算法理论所无法回答的，因此，目前 AKF算法还缺少必 

要的理论支撑，AKF算法理论有待于进一步完善。 
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性质3 若 _1． > ．1I2，则 ．1> 

定义 k时刻最优 KF算法指 ：忌时刻前 ，该 KF算法是 

次优的，从 k时刻开始 ，该 KF算法是最优的。 

3 AKF算法性质及其收敛条件 

若新息序列是零均值白噪声，则由性质2知，此时，AKF 

算法将收敛于k时刻最优KF算法，但是，当新息序列是有色 

噪声时，k时刻 AKF算法与k时刻最优KF算法间滤波效果 

差别如何?新息序列间相关性大小对 AKF算法滤波效果到 

底影响到什么程度?若 AKF算法滤波效果与新息序列有色 

存在确定性对应关系，则显然可以通过调整新息序列相关性 

来提高AKF算法滤波效果。经研究发现，在范数意义下， 

AKF算法滤波效果与新息序列有色间的关系可用下述定理 

描述。 
^  

定理 1 设 Pk 1H 一 (H P小一lH +R)一△，则 

— — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — —  —』 Jl——————————————————～  
II研 _lll( P 一1研 )1( P 一1哪 +R)lI 

^  

ll — ll≤ iI△lI ll(H P 一 所 +R) H P叭一 Il 

Il△lI ll H P 一 硪 +R lI ≤ 
^  

_l 一 lI≤ ll△ll II( P 一 所 十R) ll 
^  

注：定理 1中， 是 AKF算法中滤波增益矩阵，【l·fI 

是矩阵范数符号。 

证明：由 愚时刻最优 KF算法知 

l所 一K (H P 一1 +R)一O (3) 

因此，有 
^  

J 一1HI— ( P J 一lHI+R)一 J 一】H + 
^  

( P lH +R)一( 一 )( P 一1 + 

R)：△ (4) 

变形式(4)，得 
^  

( 一 )一△( P 一l +R) (5) 

因此，有 
^  

( 一 ) P 【H 一△( P IH 十R)1 P 1㈠  

(6) 

式 (6)两端取范数 ，得 
^  ^  

_l(K 一K ) P小一1 ll= ll P 一P̂ lI= 

Il△(H P驯 一1 H +R)一 HbP 一l II≤ (7) 

【l△【l『f(H Pm一-H +R)一 H P I 一l 1l 

变形式 (4)，得 
^  

( 一 ) P IH 所 一 △( P 一1脚 + R) 

H P小一1 H (8) 

式(8)两端取范数，得 
^  ^  

}l — f HI ll≥ }l( 一 ) P小一 HI[1一 

Il△(H P̂I女一 H +R)一 H P I 一 HI Il≥ (9) 

ll△ll 

△ 

(1I HI lI ll P 【 一 H )一 (H P 一-H +R) 

综合式(7)、式(10)，得 

(1O) 

田 

。： 

≥ 

卜 一 

即 



 

— — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — 』L ————————————————————一  ， 
lI H ll( P 一 HI)一(HkP 一 +R)Il 

^  

ll — lI≤ ll△ll lJ( P 一 H +R) P 一】ll 

同理可证， 

lI△lI lI H P小一 HI+尺ll ≤ 
^  

lI K 一 ll≤ lj△ll ll(H P 一 所 +R)1 ll 

问题得证 。 

注：由于 行满秩及 P小 正定，因此 P小一 HI可 

逆。 

由定理 1可知，新息序列相关性越大(即 ll△ll越大)，则 

k时刻 AKF算法与 k时刻最优 KF算法间滤波效果差别越 
^  

大，k时刻 AKF算法中估计误差协方差矩阵 越远离 k时 

刻最优 KF算法 中估计误差协方差矩 阵 。由于 k时刻 
^  

AKF算法中 与忌时刻最优 KF算法中 间距离在有界闭 

集内，因此，有如下推论成立。 
^  

推论 1 k时刻 AKF算法 中 和 k时刻最优 KF算法 
^  

中 间距离与 ll△Il成正比；k时刻 AKF算法中 和k时 

刻最优 KF算法中 间距离与 ll△ll成正比。 

证明： 

由于 

— — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — JL— —U———————————————————————一  
ll H ll II( P l 一 HI)一 (H P ̂一lf玎+R)ll 

lI — l J≤ ll△ll ll(H P小一 所 +R) H P 1 一 

因此 ，必存在 

o<丁砺可 二『丽丽 ≤ 

琅≤ ll(HkP l H +l尺)一 P 1 一1}『 

满足 ll — lj一 ll△ll。 

同理可证，存在 0< ll P 一l H 十R ll ≤ ≤ 

lI(H P小 H +尺)1 _l，满足 ll 一 ll— ll△ll，问题 

得证。 

显然，当新息序列是有色噪声时，k时刻 AKF算法滤波 

效果劣于 k时刻最优 KF算法 ，此时，AKF算法将导致 > 

。 由最优 KF算法性质 3知，分别以 ， 为初值的最优 

KF算法在 愚+1时刻满足 + > + ，而由定理 1可知，在 忌+ 

i时刻 ， +-> + ，因此 ，有如下推论成立。 

推论 2 AKF算法中 必逐渐远离 1时刻最优 KF算法 

中 。 

由推论2知，在使用AKF算法中，我们无法控制 远离 

P ，这意味着 AKF算法 中滤波估计值落在 以真实值为中心 

的某个区间内的概率在逐渐减小，即估计值不可信度在逐渐 

增大，此时会发生两种情况：1) 无限远离P ，这最终将导致 

滤波估计值以概率 1不落在以真实值为中心的某个区间内， 

显然，此时滤波估计值已没有意义，滤波已发散；2) 与P 差 

有极限，此时，虽然 AKF算法滤波效果劣于 1时刻最优 KF 

算法，但是，AKF算法与 1时刻最优 KF算法间滤波效果差 

恒定 ，可认为 AKF算法已收敛，因此，有如下推论成立。 

推论 3 AKF算法收敛的充要条件是 AKF算法中 与 

l时刻最优 KF算法中 差有极限。 

虽然推论 3给出了AKF算法收敛充要条件，但是，它既 

不能用于 AKF算法收敛性检验也不能用于构造收敛的 AKF 

算法，仅是一种理论结果。下面，从另一个角度分析 AKF算 

法收敛充要条件。 

设 1时刻最优 KF算法中 在有界区间内(若 无界， 

则 1时刻最优 KF算法已发散，此时，AKF算法必发散)，则 

推论 3可描述成 AKF算法收敛 的充要条件是 AKF算法中 
^  ^  ，、 

有极限，即limPk—A。由数列极限性质知，AKF算法中 
— ’ ∞  

和k时刻最优 KF算法中 满足1．m( — )一0，因此，有 
—  。 。 

^  

lim ll — lI一0，即AKF算法将收敛于k时刻最优KF算 
— + 。。  

^  

法；由推论 1知 若lim ll△ll一0，则必有lim ll — ll一0， 
· 。。  —} 。 。 

^  

lim lI 一 ll一0；由最优 KF算法性质 2知，若 AKF算法 

中新息序列渐进收敛于 白噪声序列，则 AKF算法收敛于最 

优 KF算法，此时必有lim lI△ll一0，因此，实用的 AKF算法 

收敛充要条件可描述为如下推论。 

推论 4 AKF算法中新息序列渐进收敛于白噪声序列 

∞AKF算法渐进收敛于k时刻最优 KF算法甘lim ll△ll一0 
—

} 。 。 

^  

m II Pk— II一0 
仁 。。 

， 、 甘AKF算法收敛。 
【lim II Kk一 II一0 

—  

∞  

结束语 本文清晰描述了有色噪声对 AKF算法滤波效 
^  

果的影响，在范数意义下 ，明确了 k时刻 AKF算法中 和 k 

时刻最优 KF算法中 距离与 ll△ll间的关系；系统说明。 
^  

AKF算法中 与 1时刻最优 KF算法中 间的关系；上述结 
^  ^  

论建立了AKF算法中 变化理论。利用 AKF算法中 与 1 

时刻最优KF算法中 间关系推出了AKF算法收敛条件； 

另外，从应用角度出发，给出了一套实用的AKF算法收敛条 

件，该套收敛条件既可用于证 明现有 AKF算法收敛性又可 

用于构造收敛的 AKF算法。文中理论进一步丰富了 AKF 

算法现有的理论，解决了 AKF算法中现存的一些理论问题 ， 

推动了AKF算法理论进一步发展。上述理论为最终解决复 

杂环境下无线传感器网络节点定位问题奠定了理论基础。 
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中都必须考虑的核心问题。一个真正的能够在基于移动用户 

位置的信息服务中应用的访问控制模型必须同时考虑受保护 

的数据对象本身所具有的空间特性，以及提出数据访问请求 

的主体在提出访问请求时所处的空间位置信息。这里涉及到 

几个关键问题：(1)如何将基于角色访问控制的思想应用到空 

间数据的保护?在不同的空问数据应用架构中是否需要采用 

不同的空间访问控制模型?如何推进空间访问控制模型标准 

化?(2)如何构造授权基?如何维护授权规则集，使其不出现 

冲突?如何验证授权规则集中不存在冲突?授权规则的高效 

检索算法?(3)如何将授权规则和数据对象进行统一检索以 

提高访问控制决策的效率?如何组织和存储授权规则集与空 

间数据对象?(4)如何将时间维信息加入到空间访问控制模 

型中? 

结束语 目前，对空间数据的访问控制模型研究还处在 

起步阶段，虽然已经有了一些研究成果 ，但是还有许多问题 尚 

待进一步研究。随着基于移动用户位置的信息服务种类的不 

断丰富，适用于空问数据的访问控制模型必将会得到 日益广 

泛的应用。 
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