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非线性映射与特征提取：KMSE模型与核主分量分析技术 ) 

徐 勇 宋枫溪 李维杰 

(哈尔滨工业大学深圳研究生院 深圳 518055) (炮兵学院二系 合肥230031)2 

摘 要 分析表明，KMSE模型准则中正则项的使用相当于引入 了一个与核矩阵特征值直接相关的项以度量模型的 

泛化性能。根据矩阵特征值知识，可知核主分量分析 实际上为 KMSE模型应用过程 中的一个 中间步骤。此时， 

KMSE的作用表现为将样本在特征空间中的主分量映射为指示其类别的计算输 出值。KMSE模型可看作是在特征 

空间的主分量分析基础上进一步实施特征变换的过程。本文全面阐述 了KMSE模型与 KFDA，LS-SVM，核主分量分 

析以及 Bayesian判别函数间的理论关系。此外，通过分类实验测试 了KMSE．核主分量分析与本文方法的性能。 
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Abstract Analysis shoWS that the regularization term in the KMSE mode1 is a term  that aims tO make the mode1 gener— 

alize wel1 and that is directly associated with the eignevalue of the kerne1 matri~ According tO matrix theory，we can 

know that kernel principal component analysis is an intermi process of implementing KMSE．In fact，the KⅣ E model 

wil1 further convert the obtained principa1 components into the computation outputs to indicate their class 1abels．The 

KMSE model can be considered to be a model that implements feature transforrn based on the principa1 component anal— 
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SVM ，KPCA AND Bayesian decision function．In addition，the performance of KMSE，KPCA and the method developed 

in this paper are tested through classification experiments． 
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1 引言 

作为自动化技术中的一个重要方法，核方法在模式自动 

分类领域得到了大量应用[】 ]。概括地讲 ，作为一类非线性方 

法，核方法的实现相当于如下两个过程的顺序执行 ：将原空间 

(输入空间)非线性映射到一高维新空间(特征空间)的过程与 

在特征空间中实施线性特征抽取或建立线性预测模型的过 

程 。 

核最小平方误差方法 (KMSE)Ell3是核方法 中使用得较 

多的方法之一，在人脸识别、机器学习等领域的应用都见诸文 

献 l2]。最小平方误差方法[13,14]有如下理论性质：当样本数 

趋于无穷 时，该 方法 以最小均方误差逼 近贝叶斯判别 函 

数[13 15]。KMSE模型还可在形式上等效于 LS-SVM，即最小 

平方支持向量机[93与核鉴别分析 J̈ 。 

为提高 KMSE模型的泛化性能，常将正则项引入其 目标 

函数即准则函数中。本文的分析表明，引入正则项的目标函 

数包含的两项内容分别表示模型需在训练集上取得较小错误 

率，且需使a ‰ (K为核矩阵(K) =k(x ， )，a为特征空 

间中的判别矢量)对应较小值。本文根据矩阵特征值知识， 

分析了a 的可能取值范围。深入的理论分析还表明，核 

主分量分析实际上为 KMSE模型应用过程中的一个中间步 

骤，此时 KMSE的作用表现为将样本在特征空间中的主分量 

映射为指示其类别的计算输出值 。实际上，KMSE模型也可 

看作是在核主分量分析基础上实施特征提取的过程。此外， 

本文总结了 KMSE与核主分量分析、K (核 Fisher鉴别 

分析)以及 LS-SVM(最小平方支持向量机)间的关系。 

KMSE，核主分量分析与本文方法的对比实验分析支持理论 

分析得出的结论。 

本文后续内容安排如下：第 2节为KMSE模型介绍；第 3 

节给出从准则函数引出 KMSE模型的过程 ，阐释了准则函数 

正则项之值与核矩阵特征值问关系，形式化地给出了核主分 

量分析作为中间步骤的 KMSE模型及其实现方案；第 4节为 

实验及结果分析，最后是全文总结。 

2 从 MSE到 KMSE模型 

我们在本文中只考虑分别以 1与 一1作为类别标示的 

两类问题(也称 1与一1为两类样本的理想输出值)。假设输 

入空间为 ，非线性映射 将输入空间映射到一高维特征空 

间，并在特征空间中考虑分类问题。令训练样本数为z，其中 

对应类别标示 1的训练样本共 l1个： (z )， (xz)，⋯， 

(∞，)，对应类别标示一1的训练样本共 如个 (z-+lz：z)： 

(xt，+1)， (≈ +2)，⋯， (皿)。最小平方误差方法基于如下方 

程组[16]： 

一 B 

*)本文受国家自然科学基金重大国际(地区)合作项目(6O62O160O97)及面上项 目(60602038)，广东省自然科学基金(O630O862)资助。 
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其中 

一 『叫]，：-1⋯1⋯一1W B E1 1 1⋯一1] ， 一『 l，： ⋯⋯一⋯一1 ， 
L让如-J 

中一[ “ (2) 
矢量 B中第 i个分量 B 对应第i个样本 的类别标示。 

我们将 w 称为鉴别方向，将 叫称为判别矢量，将 称为 阈 

值项。式(1)称为 MSE(最小平方误差)模型对应的方程组。 

下面我们将从 MSE模型出发导出 KMSE模型。 

依据再生核理论，(1)式中判别矢量 叫可改写为 

叫一∑ 1a? (五) (3) 

引入核函数 k(x ， )一 (五)· ( )，则方程组(1)可变 

形为 

GA— B (4) 

A一[口? 0t2 ⋯ 0t? ] (5) 

其中(G) +1—1，(G) ：忌(丑，西)，i， 一1，2，⋯，z。 

此处 B同(2)式，方程组(4)的解可由其法方程组(6)求 

出： 

(GrG)A—G B (6) 

式(6)的解即为 KMSE模型之解。基于方程组(4)可计 

算样本的计算输出值并判别其分类。具体分类方案如下 ：根 

据 ( )一 +∑ 一。口?忌(丑， )得出样本 的计算输出值后， 

若 ( )≥0，则将 分类到第一类(即类别标示为 1的类)中； 

否则，认为 属于第二类 。 

3 准则函数与最小平方误差模型 

3．1 正则项与核主分量分析 

原样本空间的最小平方误差准则为下式取得极小值： 

0一÷ (y--XW一 ) (y--XW一 ) (7) 

其中x由原空间中所有训练样本组成且 X一[ ⋯ 

] ，Y为由所有样本的类别标示(1与一1)组成的矢量，“为 

元素全为 1的矢量， 指代用 xw 表示Y时的偏置，常系数 b 

称为偏置系数。对应式(7)的数学模型称为 MSE(最小平方 

误差)模型，w 称为相应的判别矢量。而在 由函数 映射而 

得的特征空间中，MSE模型对应的准则为如下函数取得极小 

值： 

q一专( 一删 ≠一 ) ( 一 一 ) (8) 

中=Ec(x,) ⋯ (∞)] (9) 

由再生核理论，特征空间中的判别矢量 W 也可如式(3) 
一 样表达为特征空间中所有样本的线性组合形式：W =∑ 一 

(五)，此时q 可变形为 

q=z -(y--Kra一 ) (y--K 口一 ) (10) 

此处p为标量，而矢量 a一[a a2⋯御] ，矩阵 K依据核 

函数k(Xi， )定义为(K) = ( )· ( )=忌( ， )， ，J= 

1，2，⋯，l。易 知式 (10)在如 下方程组成立条件下取 得极 

值： 

r 一r ] ⋯ )
L J L (K“) z L u YI ⋯ 

由于G—FK“]，K 一K(K为对称矩阵)，容易看出式 

(11)与式(6)形式上完全相同，可将方程组(11)和(6)之一作 

为 KMSE模型对应的线性方程组。 

需注意的是 ，方程组(11)为“欠定”方程组 ，无唯一解。为 

使获得有较好泛化性能的解 ，可将特征空间中的目标函数修 

改为 

一 专 w w + (12) 

此处 为一小正数，专 w}w 称为正则项。对应式(12)极小 

值的 KMSE模型称为正则 KMSE模型。由矩阵 K 和矢量 

w 的定义可知[钉 

wjw 一口 Ka (13) 

因此，式(12)可改写为 

O~r一 1 rKa+0
~ (14) 

显然，正则 KMSE模型对应的方程组应使得式(14)取得 

极小值。式(14)右端包含两项，因此取得极小值要求这两项 

之值均较小。我们将二次型 aTKa称作正则因子，将 称作 
1 

正则参数。在参数 固定的条件下，第一项 1 M Ka取得较 

小值的条件是aTKa之值较小。下面将对正则因子 aTKa的 

取值范围进行分析。 

引理 1[”] 若 q ，q ，⋯，q 为矩阵K 的 z个单位特征向 

量 ，相应特征值分别为 ≥ z≥⋯≥ ，则有 qTKq 一 。 

由代数理论还可知，q ，qz，⋯，q 为 Z维空间中的一组基 ， 

因此 Z维空间中任一向量P均可表示为 P=∑ ： q ，可以证 

明，如下定理成立。 

定理 1 Z维空间中的任意单位向量 P 对应的 pTKp 

之值均在区间 [ ]范围内。 

证明：假设 P为 l维空间中的任一单位向量，则可令 P= 

∑ 1Yiq 。由 qrKq 一九可知 

P Kp一∑ l( q ) K( q )： ∑ 一l yiZqrKq 

一 ∑f-1 (15) 

由于 ll P ll =(∑ q ) ∑ 一 Yiq ，据 q 的正交性(即 

q 为单位正交向量 ：qrq =1，qrq 一O， ≠j)可知 

ll声ll =∑Hl y．z (16) 

因此，若将 P单位化为P。=p／ll P ll，则有 
’ l ，̂21 

户7’K户】一 亏 (17) 
1， 

显然， ≤pTKp ≤A ，且 Pl q 时取得极大值 ，而 

P = 时取得极小值 。定理 1得证。据定理 1，我们可得出 

如下推论。 

推论 1 式(14)的正则因子 aTKa的取值范围为矩阵 K 

的最小与最大特征值之间。 

从模型应用的角度分析，式(14)右端第二项较小意味着 

在训练集上能取得较小错误率，第一项较小则意味着模型将 

有较好泛化性能。因此，正则 KMSE模型实质上要求模型同 

时具有较小训练错误与较好泛化性能。如若矩阵 K的一较 

大特征值对应的特征向量a可抽取出对数据有较好描述能力 

的特征并对应较小的训练误差，但较大的正则因子 aTKa意 

味其并不对应最好的泛化性能。另一方面，若将矩阵 K 的较 

小特征值对应的特征向量作为 KMSE模型中的a，虽然会对 

应较小的正则因子，但很难抽取出对样本描述能力强的特征 

从而往 往会对 应较大训 练错误。从 这个 意义上讲，正则 

KMSE模型的解强调较小训练错误与较好泛化性能之间的 
一 个平衡；而 K的特征向量不适合直接作为 KMSE模型中 

的 a，原因是其很难满足准则 (14)取得极小值且模型同时对 
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应较好泛化性能与较低错误率的要求。 

不过，式(14)的正则项之值与矩阵 K 的特征值直接相关 

的事实却指示出：可借助K的特征值技术求解KMSE模型。 

实际上，由上面分析可知：使式(14)取得极小值的 l维矢量a 

必位于以矩阵K 的特征矢量为基的空间之中。因此 ，KMSE 

模型必可在此基础上求解。我们在下面给 出具体的求解步 

骤。 

式(14)关于a，p取得极值的条件为式(14)中的 对a， 

的偏导均为零。我们据此得知，下式成立即是包含正则项的 

准则(14)取得极值的条件。 

[ 加H≥ ] 
此处 指代式(14)中的正则参数 。据定理 1，若令 Q— 

Eq q z ⋯ q1]，则可设a一∑ 一 q —Q ，其中 =[01 
⋯  ] 。 

因此 ，式(18)可改写为 

r
L urK 

“

l蛸一[ ] 儿 L“ ．J (19) 
由于 K为对称矩阵，根据矩阵特征值知识，我们有 KrQ— 

KQ=AQ，A为对角阵，且其对角元素依次为 z⋯凡。 

求出 (19)之解 @一 后，对样本 ．z的分类可依据 

由(19)式计算出的其对应输出值 (-z)进行。具体步骤如下： 

首先计算 ．z与所有训练样本间的核函数k(．z，．z )， 一1，2，⋯， 

l。然后，计算 

(．z)一Q (．z，．z1)+ k(x，．z2)+ ⋯k(x，．zL)+ ] 

(20) 

之值。最后，计算 

(．z)=6『r (．z)+6『r“ (21) 

并依据如下原则分类：若 (．z)≥0，则 ．z属于第一类，否则属 

于第二类。 

式(2O)实际上就是在特征空间中提取样本主分量的过 

程。提取出主分量后，式(21)的变换将主分量映射为样本的 

计算输出值。这表明，核主分量分析实际上为 KMSE模型应 

用的一个中间步骤。 

3．2 KMSE模型及其它 

类别标示为 1 
与一1，(14)达 

． 苎 ：竺f 

样本数趋于无穷， 

两类类别标示分别 

特征空间中 

贝叶斯判别函数 

一  
图 1 KMSE与其它模型间关系示意图 

除了本文的分析指 出核主分量分析可作为实现 KMSE 

模型的中间步骤之外，根据已有的研究还可知 KF【)A本质上 

等效于建立在核主分量分析基础之上的线性鉴别分析方 

法E引。此外，依据文献[15]对 MSE模型的论述可知：在两类 

样本的类别标示分别为 1与一1且样本数趋近无穷 的条件 

下，KMSE具有逼近特征空间的贝叶斯判别函数的特性。而 

在两类均服从正态分布且协方差矩阵相等的条件下，特征空 

间的贝叶斯判别函数又等效于 KFDA。此外，还可说明：在类 
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别标示为 l／l,，--l／lz的条件下以式(22)的最小化作为准则的 

KMSE模型等效于KFDA，在类别标示为 1与一1的条件下以 

式(14)的最小化作为准则的 KMSE模型等效于 LS-SVM( 。 

由此，可由图1作为in~模型间理论关系的示意图。 

一 吉 + 

4 实验及结果分析 

(22) 

我们在几个基准数据集上进行实验。其中每个数据集均 

包含 100个训练子集与测试子集。模型在第一个训练子集上 

进行训练，然后在所有测试子集上做分类测试。选用高斯核 

k(xi，xj)一exp(一 ll五一习 ll ／a)作为核函数，且将 取值为 

第一个训练子集数据的协方差矩阵二范数的平方。表 1列出 

了 KMSE、核主分量分析以及本文方法的平均分类错误率与 

标准偏差。数据项 a(6)中的a表示平均分类错误率，而 b表 

示分类错误率标准差。其中，核主分量分析方法的结果在所 

提取特征 50维，并采用最小距离分类器(即认为样本属于类 

均值距离其最近的类别)条件下得出。本文方法的结果在3．1 

节所示分类原则下取得。KMSE亦按照若样本的计算输出 

值大于零则被分类到类别标示为 1的类别，否则被分类为类 

别标示为一1的类别的原则分类。实验显示 ，本文方法取得 

与原 KMSE模型相近的分类错误率 ，且低于核主分量分析方 

法所取得的分类错误率。本文方法取得优于核主分量分析的 

实验结果的事实说明将核主分量变换为计算输出有助于取得 

更好分的类性能。 

表 1 三种方法的平均分配错误率和标准偏差 

结束语 本文 清楚地 揭示 了准则 中包含 正则 项 的 

KMSE模型与核主分量分析间的关系。理论分析显示，本文 

给出的正则 KMSE模型的正则因子必在核矩阵最小特征值 

与最大特征值范围之间取值。实际上，核主分量分析可视为 

KMSE模型应用过程中的一个 中间步骤。KMSE模型中的 

矩阵变换可被分解为如下两个过程：一是主分量分析过程即 

提取样本在特征空间中的主分量的过程，二是在主分量基础 

上继续进行特征提取以使用提取后的特征逼近其理想输出值 

(即类别标示)的过程。除了与核主分量分析有密切关联外， 

KMSE模型还与 KFDA，LS-SVM 以及特征空间的贝叶斯判 

别函数直接相关的特点显示 了 KMSE模型理论上的典型性 

和重要性。对比实验还显示 ：KMSE模型实现过程中将核主 

分量变换为计算输出有助于取得更好的分类性能。 
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(q， )，( ， )，( ， )∈ ，其 中 i， ，m， ，k，h为任意的 

自然数，(m，卢1)，(az， )，(a， ∈L，定义 

((ak， ) ( ， )，(口 ， ) (aj， ))：( (aj V 

ak)， ( V ))， 

((al，卢I)，(az， ))一(al Va2， V )，则对于任意 TE 

，丁关于( ，t1)的(a， —i型闭，(a， ∈L， —j，̈ 。 

证明：根据 T(4((口 ， ) ( ， )，(口 ， ) ( ， ))) 
一 T(aio(aj Vak)， ( V )) 

一T(( ， ) ((ai， )V( ， ))) 

一 丁((( ， ) (aj， ))V((国， ) (口 ， ))) 

一T((口 ， )o( ， ))V T(( ， ) (ak， )) 

一f{(丁(( ， ) (q， ))，丁((口 ， ) (口 ， )))) 

≥(a， )ot{(T((国， ) (aj， ))，T((m， ) (口 ， 

))) 

并且有 西(T((口 ， ) (as， ))，丁((口 ， ) (ak， 

))))≥￡{((a， T((n ， ) (q， ))，(a， ) T((n ，6m) 

(ak， ))) 

因此对于任意 TE ，丁关于( ，t1)的(a， )一i型闭， 

(a， ∈L，i=I，II。 

在实际应用中，往往需要合理的推理规则。由上述所得 

到的推理规则可以看出这些推理规则具备两个特点：推理规 

则中含有 自然语言；其次它们均有语义部分和语法部分。因 

此这些规则是可靠有效的。 
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