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基于布尔矩阵的模糊粗糙集代数运算与表示定理*) 

张跷如 张再跃 

(江苏科技大学电子信息学院 江苏镇江 212003) 

摘 要 主要研究模糊粗糙集理论基本概念与基本运算的矩阵表示，用布尔矩阵对模糊粗糙集理论中的基本概念进 

行描述，并通过布尔矩阵运算性质研究、揭示和刻画模糊粗糙集知识空间的基本代数性质。文中g
_ K了布尔矩阵“与 

积”和“或积”两种逻辑运算，分别对模糊粗糙集理论中的模糊可能(fuzzy diamond)算子和模糊必然(fuzz box)算子计 

算过程进行描述，时模糊粗糙集理论的基本概念和基本代数性质给出了基于布尔矩阵的表示定理，为基于模糊粗糙集 

理论的知识表示与知识获取提供了一种能行与可计算的思路与方法。 
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Abstract This paper studies the matrix representations of the basic notations and operations in the Fuzzy Rough Sets． 

In order tO give out a complete matrix description of the fuzzy rough set．two kind of operations called“and-product” 

and“or-product”between the Boolean matrixes are introduced．which corresponds separately tO the notation of the fuzz— 

Y diam ond and that of the fuzzy box．Based On the Boolean matrix operations，the representation theorems about the bas— 

ic notations and algebraic properties of the fuzzy rough sets are proved． 
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1 引言 

粗糙集(Rough Sets)理论是由波兰学者 Pawlak教授在 

2O世纪 8O年代提出的研究不完整、不确定知识和数据的表 

达、学习、归纳的理论方法-1]，已成为目前知识工程研究领域 
一 种有效的数学工具，并在模式识别、机器学习、决策支持、过 

程控制、预测建模等许多科学与工程领域得到成功的应用r2]。 

为了更加客观和全面地反映现实中存在的各种概念 ，2O世纪 

9O年代人们将模糊思想引入粗糙集研究中，提出了模糊粗糙 

集理论。如果说粗糙集理论着眼于集合的粗糙程度，是基于 

集合中对象的不可分辨的思想，其计算方法是知识的表达与 

简化，那么模糊理论则着眼于集合的模糊性，并由此建立相关 

集合子集边缘的病态定义模型，其计算方法主要是连续特征 

函数的产生[3]。两者都是经典集合论的推广，都可利用观察、 

测试数据表达知识和进行推理。从模糊粗糙集理论基本模型 

的建立[‘]到后来的各种广义模糊粗糙集理论、公理化的模糊 

粗糙集理论的研究[w]，以及在两个论域的范畴下进行的探 

索[。 ]，已经使模糊粗糙集理论的发展达到了一个相对完善 

的状态，并在诸多领域得到实际应用，对此，文献[1O]给出了 

较为系统的阐述。 

粗糙集理论对知识进行了形式化定义，为知识处理提供 

了一套严密的分析工具，但在代数表示下，粗糙集理论的本质 

不易被理解，相关计算的表示与运行也较为复杂，特别是将模 

糊思想引入粗糙集理论后 ，上述问题尤为突出，对此人们做了 

许多有益探索。如为寻找高效的知识约简算法，将粗糙集理 

论中概念与运算用信息的概念加以表示，研究信息和代数两 

种不同表示下的关系性质等等[1 。值得一提的是，矩阵理论 

作为一种基本的数学工具，在基于粗糙集理论的知识表示与 

知识获取研究方面得到广泛运用并取得成果，如运用矩阵方 

法描述信息系统属性间的依赖关系[1 ，分析和研究不同情况 

下知识属性的约简方法[ ；通过矩阵运算对基于等价关系 

的知识基中对象集的上、下近似算子进行表述，分析和研究粗 

糙集的基本性质-l铂；定义特征矩阵的“与积”和“或积”等逻辑 

运算，针对完备信息系统与不完备信息系统的特点，给出不同 

关系下对象集的上、下近似集和对象关系类的特征矩阵表示 

定理等等[I 。这些工作，不仅为人们认识和理解粗糙集理论 

的基本概念提供了方法，也为提高基于粗糙集理论的知识表 

示与推理的能行性建立了基础。 

本文是矩阵论的思想与方法在粗糙集理论中应用的进一 

步研究，研究内容推广至模糊粗糙集。第 2节简单介绍粗糙 

集向模糊粗糙集推广的基本思想和与之相关的基本概念；第 

3节介绍布尔代数的基本性质，引入布尔矩阵概念，定义布尔 

矩阵运算并分析运算的基本性质；第 4节用布尔矩阵对模糊 

粗糙集理论 中的基本概念进行描述 ，给出并证明模糊粗糙集 

的布尔矩阵表示定理，通过布尔矩阵运算揭示和刻画模糊粗 

糙集的基本代数性质；最后为本文小结。 

2 模糊粗糙集基本概念与基本代数性质 

粗糙集理论研究的基本内容是基于属性特征的知识与信 

息系统，其代数结构的基本表示形式是一知识基K一<u，R>， 

*)国家自然科学基金项目(No．60573064)资助。张晓如 副教授，主要研究方向为智能信息处理、基础数学；张再跃 教授，主要研究方向为理 

论计算机科学、智能信息处理。 
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其中U为论域，R为 U上的关系，它的最基本情形是依据对 

象的属性值对论域 U的一种划分，称为 U上的不分明关系， 

是粗糙集理论的一个关键概念。粗糙集理论的精华部分是利 

用 R定义了P(U)上上近似算子 R 和下近似算子 R 的概 

念，即对任意集合 XEP(U)， 

R (X)一{ l(xEUA[ 三X)} 

R (x)一{ 1(xEUA[ ]Rnx≠ )} 

其中，[ 一{yl( ， )ER}是 关于R所在的等价类。与 

此相比，模糊粗糙集的不同之处在于：①被近似对象由经典集 

合 X换为模糊集，由此产生粗糙模糊集(rough fuzzy set)的 

概念；②等价关系尺推广为模糊关系，由此产生模糊粗糙集( 

fuzzy rough set)的概念。模糊粗糙集泛指 由上述推广而产 

生的概念。对此，文献[18]给出了详细描述。与此同时，文献 

[18]还分别针对粗糙集理论中的上近似和下近似算子，定义 

了一般意义下的模糊必然(fuzzy box)与模糊可能(fuzzy di— 

amond)算子，并对有关性质进行了系统讨论。我们在给出模 

糊粗糙集的基本概念与基本性质前，先简要 回顾一下有关模 

糊集与模糊关系的基本概念。 

2．1 模糊集与模糊关系的基本概念 

设u是论域，[0，1]表示所有满足0≤,-(--1的实数r组成 

的集合。函数F：u一[0，1]称为u上的模糊集。我们用u和 

分别表示 U上的模糊全集(universal fuzzy set)和模糊空集 

(empty fuzzy set)，即对任意 EU有 U( )一1和 ( )一o。 

对任意U上的模糊集F和G，如果满足Vx(xEU—F( )≤G 

( ))，则称 F是 G的模糊子集，记为 FCG。U上模糊集的交 

(n)、并(U)、补(一 )运算采用通常定义，即对任意 U上的 

模糊集F和 G，以及任意 EU，有 

(Fn G)( )一女r min(F( )，G( )) 

(FUG)( )一女，max(F( )，G( )) 

F( )一女r1--F(x) 

函数 S：u×u一[0，1]称为 u上的模糊关系。对任意 u 

上的模糊关系S，G，运算 sNG，SUG和 的定义与模糊集的 

相同。论域 U上的关系性质直接影响着关于 U的近似空间 

的代数性质 对模糊关系的关系性质，我们有如下定义 ： 

定义2．1[ ] 设u是论域，s，G：u×u一[0，1]是u上的 

模糊关系。模糊关系的有关性质定义如下： 

(1)S称为是 U上的自反关系，当且仅当Vx(xEU—S 

( ， )一 1)： 

(2)S称为是 U上的对称关系，当且仅当V Vy(x，yE 

U— S( ， )=S(y， ))； 

(3)S称为是 U上的传递关系，当且仅当 

V32VyVz(x，y，zEU—min(S(x， )，S( ，z))≤ S( ， 

))； 

(4)S称为是 U上的容差关系，当且仅当 S是自反和对 

称的； 

(5)S称为是 U上的等价关系，当且仅当 S是 自反、对称 

和传递的； 

(6)S和 G的合成 ，记为 S。G，满足对任意 ，yEU， 

(S。G)( ， )=Sup{min(S(x，z)，G(z， ))1zEU}； 

(7)记 州一S。 ，定义关系 S ，满足对任意 ，yEU， 

S ， )一出，Sup{ ( ， )l >0}。 

2．2 模糊粗糙集及其基本代数性质 

定义2．2[ ] 设u是论域，F：u一[0，1]是u上的模糊 

集，s：u×u一[0，1]是U上的模糊关系。模糊集F关于模糊 

关系s的模糊必然集记为[s]F，模糊可能集记为(S>F，分别 

定义如下： 

([s]F)( )一出，Inf{max(1一S(x， )，F( ))lyEU} 

((S)F)( )一出rSup{min(S(x， )，F( ))1yEU} 

下面命题给出模糊粗糙集的基本代数性质： 

定理 2．1 设 U是论域，对任意 U上的模糊关系S：U× 

u一[0，1]和任意 u上的模糊集F，G：u一[0，1]，下列基本 

性质成立： 

(1)rS]F一(S)F； 

(2)眶 G+[s]眶 [s]G^(s)眶 (s)G； 

(3)Esl(FN G)=ES1FN ES1G； 

(4)[s](FUG)三 [s]FUES1G； 

(5)(S)(FUG)一(S)FU(S)G； 

(6)(S)(FnG) (S>FN(S)G； 

(7)fislu=uA(s)≠一≠。 

定理 2．2 设 U是论域 ，F：U一[0，1]是 U上的模糊集， 

s，G：u×u一[0，1]是 u上的模糊关系，则有 

(1)EsuG]F=ESIFN[G]F； 

(2)(SUG)F一(S>FU(G)F； 

(3)Es。G]F=ES1EG1F； 

(4)(S。G)F一 (S)(G)F； 

(5)ES 1F=FN CslCs 1F； 

(6)(S )F—FU(S)(S )F。 

定理2．3 设u是论域，F：u一[0，1]是u上的模糊集， 

S：u~u--Fo，11是 U上的模糊关系。如果 S是等价关系，则 

有 

(1)[s]FC (s)F； 

(2)[s]F一[s][s]F； 

(3)(S)F一 (S)(S)F； 

(4)如果 V Vy(x，yEU-+max(S(x， )，1 

F( ))，贝0有(S)F—Esl(S)F； 

(5)如果 V V y(x，yEU--,'min(S(x， )，1 

F( ))，则有[s]F一<S>ES1F。 

3 布尔矩阵的逻辑运算与基本性质 

S(x， ))≥ 

S(x， ))≤ 

布尔代数是人们非常熟悉的代数系统。设[0，1]是所有 

满足 0≤r≤1的实数 r组成的集合，定义[0，1]上的运算  ̂

(下确界)、V(上确界)、一(补)满足对任意 a，bE Eo，11，aA b 

=min(a，6)，aVb=max(a，6)，五一1——n，贝q(Eo，11，A，V 9一) 

是一布尔代数。以 ^、V、一作为基本代数运算 ，我们把定义 

在[0，1]上的矩阵称为布尔矩阵(简称矩阵)。本节将以此为 

基础，建立布尔矩阵间的逻辑运算，并对运算的性质进行分 

析。 

定义 3．1 设A一(‰ )和 B一(bo)是两个 × 布尔矩 

阵，则 × 布尔矩阵C一( Ab )称为 A和B的交，记为 A 

^B； × 布尔矩阵C一( V )称为A 和B的并，记为 A 

VB， × 布尔矩阵C一( )称为 A的补，记为 。 

性质 3．1 对任意 × 特征矩阵A一(n )，B一(6 )和 

C一( )，有如下性质成立： 

(1)AAA=A，AVA—A： 

(2)AAB=BAA，AVB=BVA； 

(3)AA(BV C)一 (A A B)V(AA C)，A V(B A C)一 (A 

VB)A(AVC)； 

(4)AAB—AVB，AVB—AAB。 
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定义 3．2 设 A一(n )和 B一(bo)分别是两个 m×P和 

P× 布尔矩阵。如果 × 布尔矩阵C=-(q)满足 C ：( 

^blj)V⋯V(  ̂ )(记为∑ (n ^‰))，则称 C为A和 

B的与积，记为 C—A B。 

定义 3．3 设A一(n )和 B一( )分别是两个 m×P和 

P× 布尔矩阵。如果 m× 布尔矩阵C=(岛)满足 C ：(n 

V )̂ ⋯ ^( V )(记为Ⅱ (n V％))，则称 C为A和 

B的或积，记为 C=A① B。 

注记：布尔矩阵的“与积”和“或积”是我们定义的两个十 

分重要的布尔矩阵运算 ，在模糊粗糙集的表示中，它们分别与 

模糊集的上近似(即模糊可能集)和下近似(即模糊必然集)密 

切相关。不难验证 ，它们具有如下的运算性质。 

性质 3．2 对任意 m×P布尔矩阵A一(n ，)，P× 布尔 

矩阵B一( )和 × 布尔矩阵C一(co)，有如下性质成立 ： 

(1)A (B C)一(A B) C，A①(B① C)一(A B) 

① C； 

(2)A B一万①豆，A①B一万e 。 

性质 3．3 对任意 m×P布尔矩阵A一(nd)，P× 布尔 

矩阵B一( )和 C：( )，有如下性质成立： 

(1)A①(B^C)一(A oB)̂ (A①C)； 

(2)A①(BVC)≥(A①B)V(A①C)； 

(3)A (BV C)一(A B)V(A C)； 

(4)A (B^C)≤(A B)̂ (A C)。 

4 布尔矩阵运算与粗糙集基本代数性质的刻画 

从本节开始我们将用布尔矩阵对模糊粗糙集理论中的基 

本概念进行描述，文中的布尔矩阵用黑体英文字母表示。设 

K一(U，S)是一知识基，其中U一{e ”，en)是知识基 K的论 

域，S是 U上的模糊关系。 

定义 4．1 如果布尔矩阵 S一(s ) × 满足S 一S( ej)， 

则 S称为 U上模糊关系 S的布尔矩阵。 

定义 4．2 设 F是 U上的模糊子集，则 ×1布尔矩阵 

F：(F(81)，⋯，F( )) 称为F的布尔矩阵(或布尔向量)，其 

中(z ”，Xn) 表示(z ”， )的转置。 

在基于模糊关系 S的模糊粗糙集理论中，模糊必然算子 

[S]和模糊可能算子(S)扮演着极其重要的角色。对任意 U 

上的模糊集 F，用(s)F和[s]F分别表示(S)F和[S]F的布 

尔向量，运用布尔矩阵运算我们有如下表示定理。 

定理 4．1(表示定理) (1)(s)F一 F；(2)[s]F= ① 

F。 

证明：令 s一(so)，F一(F(81)，⋯，F( )) 。 

(1)设(S)F一(n ”，a ) ，则对任意 i， 

a 一Sup{min(S(i，j)，F(ej))Iej∈U} 
一 ∑7=l( ^F(8，)) 

(2)设[s]F一(6 ”， ) ，则对任意 i， 

bi：Inf{max(1--S(i， )，F(8，))Iej∈U} 

一 II l(； VF(ej)) 口 

模糊粗糙集的代数性质与对象集 U上关系 S的性质密 

切相关。因此，我们将根据 S的关系性质研究其布尔矩阵s 

的特点。当关系 S具有某种性质时，如自反性、对称性等，我 

们也称 S是具有某种性质的布尔矩阵。 

性质 4．2 设 一(s )为U上关系 S的布尔矩阵。如果 

是自反的，则对任意 i有 S 一1；如果 s是对称的，则对任意 

i， 均有 S 一s ；如果 是传递的，则对任意 i， ， 均有 s  ̂
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％≤s4。称 s是等价关系，如果 s是自反、对称和传递的。 

定义 4．3 设 S：(sq)，R一( )为两同阶布尔矩阵，如果 

对任意 ， 均有 S ≤ ，则称矩阵 s小于等于矩阵R，记为 

≤ 。 

显然，如果 ≤ 那么 ≤ 。根据定义，我们不难验证如 

下事实： 

命题 4．3 设 F，G是 U上的模糊集，F一(z 一，Xn) ， 

G一( 一， ) 分别为它们的布尔向量。则F G当且仅当 

F≤G。 

命题 4．4 设 F一(z 一，Xn) ，G一( 一， ) 为布尔 

向量， 为任意 阶布尔矩阵。若 j1≤ G，则 ①F≤ ①G， 

F≤ G。 

命题 4．5 设 F=(z ，⋯，z ) 为布尔向量，s和R 为任 

意 阶布尔矩阵。若 ，则 ①F ①F， ≤ F。 

命题 4．6 设 S，G是U上的模糊关系，s，G分别是S和 

G的布尔矩阵，则 是合成关系s。G的布尔矩阵。 

命题 4．7 设 S是U上的等价关系， 一(so)是 S的布尔 

矩阵，贝0 sQs=s， ① = 。 

在经典粗糙集合粗糙模糊集理论 中，当论域 U上的明晰 

关系R是等价关系时，其上近似算子R‘和下近似算子R．具 

有性质 R F=R (R F)和 R F=R (R F)，其中 F可以 

是 U的子集或 U上的模糊集。但在模糊粗糙集理论中，该性 

质并不总成立。用布尔矩阵运算来描述这一代数性质，在一 

般情况下我们有如下命题： 

命题 4．8 对 × 布尔矩阵S一(s )和 ×m阶布尔矩 

阵G--(go)，如果s是对称和传递的，则有如下性质成立： 

(1)如果对任意 ，J和 ，均有 SO V ≥ ，则有s~=rs 

①( )； 

(2)如果对任意 i,j和 ，均有 尚As ≤ ，则有 ① G—s 

(雪①G)。 

证明：我们证明(1)，(2)留给读者验证。 

设 一( ) × ， ①(s0G)一(qo) × ，只要证明对 

任意 ， ， ≥ 即可。 

根据定义知 P 一∑ 一 (s ̂ 舶 )，％一II 。( V∑ · 

(s ̂ go))，对此只要证 明对任意的 t和 均有 ； V∑ 。(乩 

^go)≥ ^gkj。 

我们采用反证法证明：设有某 t和 使得 ； V∑ 。(乩  ̂

go)<s＆^gkj，式中取 l=k可得 ； V(s ^gk))<s ^舶 ，进 

而有 <舶 ，( ^舶 ) gk)和 (s ^gkj)< 。利用 (s  ̂

gkj)~gkj和(船^gkj)< 可得 s gk)和s < 。 

注意到 s是对称和传递的，因而有S Ŝ ≤ ，已有s < 

5 ，所以S ≤ ，进而得到 ≤ <舶 ，因此有 sh V <g旬， 

这与命题给出的条件矛盾。 口 

定理 2．1、定理 2．2和定理 2．3给出了模糊粗糙集的基 

本代数性质，运用布尔矩阵运算的基本性质，对应即可得到如 

下基于布尔矩阵的模糊粗糙集代数性质的表示定理： 

定理 4．9 设 U是论域，S：U× 一[O，1]是 U上的模糊 

关系，F，G：U [O，1]是U上的模糊集， ，F，G分别是s，F， 

G的布尔矩阵，【，表示 U的布尔向量， 表示空子集 U的 

布尔向量 ，则 
———— ：  

(1)雪①F一 F； 

(2)F< + ①F≤ ①G并且 G； 

(3)雪①(F^G)一 ① F  ̂ ①G； 
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(4) ①(FVG) ①FV ①G； 

(5)SQ(FVG)一 FV G； 

(6) (F^G)≤ FA ； 

(7)S① U—U并且S 一 。 

定理 4．10 设 U是论域，F： [O，1]是 U上的模糊集 ， 

S，G：uxu-~[o，1]是 U上的模糊关系，F，Js，G分别是 F，S， 

G的布尔矩阵，则有 

(1)(JsVG)① F=S①FA ① F； 

(2)(JsV G) F—Js FV‘ F； 

(3)( )① F=B①( ①F)； 

(4)(Js G) F— (G F)； 

(5)S ① F=FA( ①(Js ① F))； 

(6)S F—FV(sQ(s F))。 

定理 4．11 设 U一( “，e )是论域，F：U一[O，1]是 U 

上的模糊集，S：uxu-~[o，1]是U上的模糊等价关系，F一(F 

(e )，⋯，F(e ))，Js一( )分别是 F，S的布尔矩阵，则有 

(1) ① F≤ ≤ F； 

(2) ① F=B①( ①F)； 

(3) F： ( F)； 

(4)如果 Vi Vj(s。j V S ≥F(q))，则有 Js F一雪①(Js 

F)： 

(5)如果ViVJ( A ≤F(e，))，则有 ①F一 (；① 

F)。 

结束语 本文是矩阵论方法在模糊粗糙集理论研究中的 

具体应用，其主要目的是运用矩阵这一有力的数学工具 ，对模 

糊粗糙集的基本概念和基本运算性质给出一种较为系统和完 

整的描述。在布尔矩阵逻辑运算中，同时定义“与积”和“或 

积”两种运算，较好地实现了上述 目的，尤其是针对模糊粗糙 

集理论中的模糊必然算子和模糊可能算子计算过程的布尔矩 

阵表示 ，为基于模糊粗糙集理论的知识表示与知识获取提供 

了一种能行与可计算的思路与方法。 

致谢 感谢高尚博士为本文提供资料和在成文过程中的 

积极建议。 
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