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定性推理在矩形 phase—portrait近似 中的应用 

刘保罗 裴海龙 李坚强 

(华南理工大学自动化科学与工程学院 广州 510640) 

摘 要 抽象近似是验证混合系统安全性的主要方法，矩形 phase-portrait近似是通过构造简单的线性混合 自动机来 

近似原混合 自动机。phase_portrait近似的关键步骤是如何划分状态空间。本文采用定性推理的方法，叙述了如何根 

据系统动态特征来划分状态空间及如何精化抽 象模型。 
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Application of Qualitative Reasoning in Rectangular Phase-portrait Approximation 
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Abstract Abstraction is a dominant approach for verification of hybrid systems；rectangular phase-portrait approxima— 

tion is tO construct simpler linear hybrid automaton tO over-approximate the original automaton．The key procedure of 

phase-po rtrait approximation is the decomposition of the control mode1．In this paper，we adopt qualitative reasoning 

method tO show how tO partition the state space with respect tO the dynamical property and how tO refine the abstract 

mode1． 
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1 引言 

混合系统是连续变量过程和离散事件过程并存且相互交 

换信息的动态系统 ，如数字嵌入式系统。安全性保证是混合 

系统设计的主要要求之一。由于混合系统涉及复杂的连续动 

态及离散动态 ，安全性验证的可判定性仅限于一些简单混合 

系统 ，如时间自动机、矩形 自动机等。对于大多数混合系统， 

安全性问题是不可判定的_1]。基于这个问题 ，研究者提出了 

许多种方法 ，旨在寻找验证安全性的充分条件。T． Hertz— 

inger提出 phase-portrait近似概念，这种方法是利用抽象的 

方法将复杂的混合动态模型转化为简单的可计算 自动机模 

型，如线性自动机(LHA)。 

phase-portrait近似的关键是控制模态空间的划分，它直 

接影响着近似 自动机模拟原系统的程度。虽然文献E4]中给 

出了 phase-portrait近似的完备性，但盲 目的划分可能由于抽 

象模型的精化而引起模态数 目的剧增 ，因此，如何划分是运用 

这种方法的关键。本文基于这种考虑，采用定性推理l2]的方 

法，叙述了一种基于动态特性的模态空间划分方法。本文所 

考虑的对象为分段仿射混合系统。 

2 基本术语 

假定 X一{z ”，z }是有限变量集，X上的线性项定义 

为表达式y=--a + ∈xaiz ，其 中a ∈Q。线性项集合表示 

为LTerm(X)。线性约束为公式 ～0，其中 Y∈Lterm(X)， 
～ ∈{≤，≥，一，<，>}。线性谓词定义为线性约束的合取。 

X上的线性谓词集表示为Lin(X)。实数域上的闭区间 J定 

义为公式 li≤z≤ri，其中 l ∈R，ri∈R分别称为区间的左端 

点和右端点。X上的矩形谓词定义为公式  ̂ xz ∈L．，其 

中 L (五∈X)是实数域上的闭区间。X上的矩形谓词公式 

集表示为 Rect(X)。X的仿射动态定义为：̂ x立 一t 其 

中t ∈LTerrn(X)是 X上的线性项 ，主 是一阶导数。仿射动 

态谓词集表示为 Affine(X，X)。矩形动态谓词 Rect(X))。 

给定谓词公式 P，Ⅱ 表示使 P为真的点的集合。 

3 分段仿射混合自动机的线性 phase-portrait近似 

3．1 分段仿射混合自动机 

定义 1(分段仿射混合 自动机) 分段仿射混合 自动机是 

元组 H一(L，X，Lab，E，Init，Inv，Flow，J，U)其中： 

L是离散位置的集合，离散位置又称为控制模态。 

X一{z 一，z }是连续变量。 

Lab标签集，包括静默迁移标签 r。 

正1(三L×LabXL是离散迁移关系。 

Init：L—L锄(X)是初始条件。 

Inv：L—L (X)赋予每个离散位置不变集。 

Flow：L—Affine(X，X)赋予每个离散位置仿射向量场。 

：E—L跏(X，X )是迁移条件。X 表示迁移后的变量 

值。 

U：L—L (X)，最终状态，表示不安全集。 

混合 自动机的离散位置代表离散的控制模态，在每个模 

态中的动态由仿射向量场、不变集来控制约束，模态间的切换 

由迁移条件给定，因此混合系统的运行由一个或多个与离散 

跳转相交替的连续运行轨迹组成，由初始状态出发按照动态 

运行直至到达，按照关系进行复位离散跳转到 l ，然后在 l 中 

按照上述方式继续进行。混合 自动机的可达集定义为由初始 
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状态出发的运行轨迹所经历的状态点的集合，表示为 Reach 

(ⅡH ) L×R 。混合 自动机 H 称为是安全的，如果在 H 

中不存在从初始状态(f0，z。)∈ⅡIniti~到不安全状态(z，，z，) 

∈ⅡU 的轨迹，即 Reach(~H )nQ，一 。 

例 1 考虑一个温控加热器，其建模 自动机如图 1所示， 

其中变量aT表示温度。自动机有两个控制模态，位置 on表示 

温控加热器开始加热，其连续动态为 主一5--0．1x，位置 off表 

示温控加热器停止加热，其动态方程为 立一～0．1x。初始状 

态为(off，z一20)，当 z<19时，加热器启动；当 z>21时，加 

热器停止。 

图1 温控加热器建模混合 自动机 

3．2 线性 phase-portrait近似 

混合自动机的 Hphase-portrait近似就是针对每个离散 

控制模态 l，寻找合适的状态空间划分 (z)一{ ，⋯， }，然 

后在每个区域(z， )内构造合适的初始集、不变集、矩形向量 

场、不安全集等元素及 区域间的迁移关系，构造线性 自动机 

H ，使得Reach(~H ) R眦 (ⅡH )。其形式化定义如下： 

定义 2(线性 phase-portrait近似 ) 给定仿 射 自动机 

H=(L，X，Lab，E，Init，Inv，Flow，J，U)及其状态划分函数 

：L一2 ，构造 H 的 phase-portrait线性 自动机 H 一(L ， 

X ，Lab', ，Init ，Inv ，Flow ，J ，U )，使其满足： 

(a)L 一{(z， )IlEL， ∈ (z)}。 

(b)X 一X。 

(c)La b =La b。 

(d) 一 U ，其中 ={((z， )， ，(z ， ))I ∈ (z) 

 ̂ ∈ (z )A(z， ，z )EE}。Ez一{((z， )，r，(z， ))I ， ∈ 

(Z)A16L}。 

(e)V(Z， )∈L ．Init (Z， )一Init(1)A 。 

(f)V(Z， )∈L ．In (Z， )一Inv(1)A 。 

(g)V(Z， )∈L ，FlD (Z， )=Rflow(1， )。 

(h)Ve6 ，J ((Z， )， ，(Z ， ))一J(1， ，Z )，V e6 ， 

J ((z， )，r，(z， ))一stable(x)。stablP(z)表示 z=z 。 

(i)V(Z， )∈L ，U (Z， )一U(Z)A 。 

其中Rflow(1， )是利用微分包含来近似仿射动态。给定仿 

射自动机 H模态 z的仿射向量场Flow(1)，则子模态(z， )的 

Rflow(1，∞)∈Rect( )定义为 

Rflow(1， )一  mi【f，n F2伽 (z)’ ma【f．x Fl。w(1)3 

对于仿射自动机 H，模态 l的仿射向量场可表示为主 一 

口0+∑ z ，戳∈Q(O≤ ≤ )，不变集 Inv(1)∈Lin(X)，因此 

矩形向量场 Rflow(1， )的求解是一个线性规划问题，Rflow 

(Z， )的右端点可表述为： 

ma mjze立 ~-Cto+∑ z ，Cti∈Q(O≤ ≤ ) 

subject tO Inv(1) 

Rflow(1， )左端点的求解与此类似。 

定理 1 按照上述步骤所构造的线性 自动机 H 是仿射 

自动机 H 的近似，且如果 H 是安全的，则 H也是安全的。 

混合 自动机 H 是 H 的外近似 ，这种关系记为 H H 。 

基于线性 phase-portrait近似的验证是以线性 自动机为目标 

模型，将复杂的混合自动机转化为简单的线性自动机进行验 
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证的过程，其步骤如图 2所示：首先构造原系统 H 的 phase- 

portrait线性自动机 H ，然后利用已有的工具(如 Hytech)验 

证 H 。如果 H 是安全的，则 H 也是安全的。如果 H 是不 

安全的，不能依此推断出H的安全性，H 模型进一步调整得 

模型 H ，然后再验证 。整个过程按照模型抽象一验证一再 

做模型抽象的方式迭代循环，直至得出验证结论，或者迭代的 

次数超于用户给定的阈值，系统退出。 

因此，如何进行合适的状态空间划分，使得矩形动态较好 

地近似仿射动态，是 phase-portrait自动机近似的关键 ，在下 

文中使用定性推理来指导状态空间的划分。 

H 一appLHA()；／／构造 H的 phase-portrait LHA：H 
repeat do 

verify(H )； 

if(H 是安全的)do 
printf(“H 是安全的”)； 

else 

H =refine(B )； 
endif 

until(精化验证次数不大于用户给定值) 

图 2 线性 phase-portrait近似验证过程 

4 基于定性推理的状态空间划分 

划分状态空间实质上是寻找以满足某种特定性质的等价 

类求取熵空间的过程。考虑混合 自动机 H，如果模态 l存在 

着一个等价类集 (z)一{ ，⋯， }， (z)是状态空间 s一(z， 

inv(1))的一个划分，模态 l基于 (Z)的熵空间为 s／z(1)。由 

文献[1]可知，在混合 自动机可达性运算中由多项式定义的集 

合是可计算的，因此考虑等价类 由多项式来表示 。因此模态 

空间划分就是针对每一个控制模态 l，寻找合适 的多项式集 

P，使其构成模态 l的一个划分等价类集： (z)一{ ，·-．， }， 

其中Ⅱ 一{z∈xI A ∈ (z)≥0A A ， (z)≤0A Inv 

(z)}， 一1，2，⋯，k，这里 ml Um2是集合 {1，2，⋯，IPI}的划 

分。 

因此，如何进行合适的状态空间划分，就是如何寻找合适 

的模态划分多项式。在下文依据定性推理的方法选用恰当的 

多项式集。 

4．1 基于向量场特性划分状态空间 

线性 phase-portrait近似用微分包含 的方法将 区域内所 

有点的动态都统一为矩形动态，因此考虑将具有相似动态特 

性 的状态进行划分。 

给定仿射混合 自动机 H，其模态 l的仿射 向量场为主 = 

t ，ti∈Lterm(x)，( 一1，⋯， )，选用向量 X的一阶，二阶⋯K 

阶导数做划分多项式。易知，一阶导数描述了变量变化的单 

调性，二阶导数描述了凸性 ，等等。因此，导数多项式定性地 

刻匦了轨迹的动态特性，且高阶导数多项式所决定的划分是 

低阶导数的精化，即高阶导数多项式 比低阶导数多项式保证 

了更精确的定性性质。 

4．2 基于感兴趣多项式及其李导数划分状态空间 

定义3(李导数) 给定仿射 自动机 H，其模态 l的向量 

场为Flow(1)，多项式 P关于Flow(1)的李导数定义为 

L ∽(户)一老立 + 十⋯+ 
多项式 P的李导数刻画了动态轨迹关于多项式 P的变 

化方向。给定多项式及李导数的符号，可以推断出系统向量 

场流的方向，因此可以选用感兴趣的多项式集 P (i一1，⋯， 

愚)，以{P ，L (A)}做空间划分多项式 ，在划分后的每个区 
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域内，每个多项式的符号及其李导数的变化方向保持不变。 

每个区域内的流针对多项式 P ( 一1，⋯，忌)具有相同的流向。 

感兴趣集可以是模态的迁移条件多项式、初始集多项式、不变 

集多项式及不安全集多项式等。 

4．3 精化多项式 

基于 phase-portrait近似所构造的模型是原系统的外近 

似。因此，如果抽象模型经验证不满足安全性要求 ，不能推理 

出原系统的安全性，抽象模型需要作进一步的精化。假设仿 

射 自动机 H任意模态 z有划分多项式集P z一{P ) ≤ ，对任 

意P ∈Pz求其关于Flow(1)的李导数LR (f)( )多项式。如 

果 L只 ∽(P )不是常数而且与集合 P 中的所有多项式不存 

在常数倍关系，则将 L胁 ∽(A)加入多项式集 中，以此方 

式构造所得的多项式集记为 Pz 。由上节易知 ，基于 Pz 划分 

所得的HP，满足 H HP， HP_2]，其中 HP是 H 基于P z，(Z 

∈L)的 phase~portrait近似。 称为P z的精化多项式集。 

例 2 考虑例 1所示 的混合 自动机 ，按本节所述的方法 

选定模态 Or／的初始多项式集为P {35"，35"一22，-z一19，35"一 

18)。对 P珊中的每个多项式求导，构造精化多项式集为 

{35"，-z一22，35"一19，35"一18，0．1x一5)。依此类推，可 以求得 

P珊 的精化多项式为P 三三三{35"，-z一22，-z一19，-z一18，0．1-z～ 

5，0．01x+4．5)。 

5 实现算法及实例 

本文所述的验证算法是基于 PHAver[。]实现的，PHAv_ 

er实现了线性混合 自动机 的精确验证。对于仿射 自动机， 

PHAVer使用 phase-portrait近似将分段仿射 自动机近似为 

线性 自动机 ，它的划分策略是由用户指定划分平面的方向来 

进行矩形划分。而本文是基于系统的动态特性进行划分，其 

主要实现代码如图 3所示，其中函数 get—split—constraints构 

造划分多项式集，在初次调用 时参数 cons为空。get—split— 

constraints选定各变量的零阶导数及感兴趣多项式作为初始 

多项式集。当 cons不为空时，则按上节的方法精化多项式 

集。reachint(H，LD判断自动机 H的不安全集 U是否可由初 

始状态可达。rectangularflow(H)求解 H的矩形动态近似。 

Itercount表示迭代次数，如果 Itercount不大于用户设定值 

partnumber时，则采用基于定性推理的多项式划分，否则继 

续采用 PHAVer的方法进行矩形划分。 

while itercount< 一 partnumber do 

constraints= get
_

split
_ constraints(H，cons)； 

cons’ unin(cons，constraints)； 
if!equal(cons’，cons)do 

cons — cons ； 

else break 

endif 

for each loc∈locations(H)do 

H ： split
_

location(1oc，constraints)： 
endfor 

rectangularflow(H )： 

if!(reachinit(H ，U ))do 
printf(“His safe”)； 
retum ； 

e力dif 

itercount— itercount+ 1； 

endwhile 

图 3 基于定性推理划分验证的主要代码实现 

例3 设一个具有不确定参数的连续动态系统，其动态 

方程为 

f-z ＼一厂4 n＼f-z ＼ 
＼ ／ ＼6 —4八 -z ， 

其中参数 n的变化范围为 1．9≤n≤2．1。如果假定初始状态 

为 0．7≤-z ≤1八0．2≤-z2≤O．25，不安全集为 -zz≥O．81，求解 

系统的安全性。这种带有参数的连续系统验证问题可以转换 

为混合自动机的验证，其混合 自动机模型如图 4所示。利用 

图 3算法进行验证的实验结果如表 1所示 ，其中 partnumber 

设定不同的定性迭代次数。当 partnumber为零时，表示直接 

使用 PHAVer进行验证。从实验结果可以看出，基于定性推 

理的划分较大地提高了验证的效率。 

0"1；一4 1+1．9x2~ 1≤一4Xi+2．1XZ A主2=6Xl--4x2 

0"2 一4 1+2．1x2≤l二1≤一4 1+1．9x2 A主2=6x1-4x2 

图 4 具有不确定参数连续动态的混合 自动模型 

表 1 实验结果 

结束语 矩形 phase-portrait近似是通过构造简单的线 

性混合 自动机来模拟原混合自动机，其关键步骤是如何划分 

模态。本文采用定性推理的方法，叙述了如何根据系统动态 

特征来划分状态空间，并给出了实现算法。经实验表明，基于 

定性推理的划分验证可以较好地提高验证效率。 
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