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黎曼法坐标流形学 习扩展算法*) 

韦 佳 彭 宏 林毅申 

(华南理工大学计算机科学与工程学院 广州510640) 

摘 要 LOGMAP是最近提出的一种黎曼流形学习算法，它能够有效地学习出高维数据的低维嵌入坐标
。 然 而该 

算法只能处理单类数据的流形学习问题，．-3存在多类数据时往往不能得到理想的嵌入结果
。 为解决这个问题，提出了 

一 种扩展的 LOGMAP算~~r(Extended LOGMA PAlgorithm，简称 ELOGMAP)。该算法通过计算全局基准点所在类 

到其他类的最短距离找出各类的局部基准点，然后逐个计算各类数据相对于局部基准点的局部黎曼法坐标，最后通过 

扩展的全局基准点与局部基准点之间测地距离关系得到多类数据的整体嵌入坐标。实验结果验证了该算法在处理 多 

类数据流形学习上的有效性。 
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Abstract LOGMAP is a Riemannian manifold learning algorithm proposed recently
．
It is efficient for many nonlinear 

dimension reduction problems．However，the algorithin  is only fit for single class problem，when applied to multi-class 

data，it can’t get desirable embedding．In this paper，an extended LOGMAP algorithm  is proposed for the multi-class 

ma nifold learning．In the algorithm，the local base points are found through the shortest distance from the class of global 

base point to other classes．Then the local Riemannian normal coordinates of each class are calculated based on the local 

base point of the class．At last，the global low-dimensional coordinates are obtained by the relationship of extended geo— 

desic distance between the global base point and the local base po ints．Experimental results demonstrate the validity of 

the algorithm． 
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当前计算机技术的许多领域，如图像分析与计算机视觉、 

生物信息学和生物特征识别、信息检索及文本挖掘等，其数据 

都具有高维数的特点。数据的这种特点一方面会导致维数灾 

难的出现，使得已有的方法难以对其进行有效处理；另一方面 

也使得人们难以感知和理解这些数据，不能充分发现和利用它 

们的内在结构。因此，必须对高维数据进行维数约减，这是模 

式识别、机器学习、数据挖掘等领域的重要研究课题之一[】]。 

传统的维数约减方法如主成分分析(PCA，Principal 

Component Analysis)与多维 尺度变换 (MDS，Multidimen- 

sional Scaling)能够有效地学习出具有线性结构 的高维数据 

的内在结构。但是，实际应用中很多数据在高维空间中常常 

是高度非线性、属性强相关的，在这种情况下，传统的维数约 

减方法显然是无能为力的。 

流形学习为解决上述问题提供了一条可行的思路。流形 

可以看成是高维空间中的曲面，从局部来看它与欧式空间是 

同胚的，但是从整体来看它却是弯曲的并具有全局非线性的 

特点。在任一点都定义有黎曼度量张量的微分流形称之为黎 

曼流形[ 。流形学习的目的是当数据集所在的空间表现为流 

形结构时，要从这些数据集中恢复出流形的内在几何结构及 

其规律性[3]。它是从观测到的现象中寻找事物的本质 ，找到 

数据产生的内在规律。要达到这一 目标，必须对低维嵌入做 

适当的约束或限制，不同的约束和限制也就得到不同的流形 

学习算法Ⅲ。目前具有代表性 的流形学习算 法有 LLE[5]， 

ISOMAI~ ，LTSA~ ，SDE[ ，LOGMA1~。 等。 

上面所列的流形学习算法都能够有效地学习出体现数据 

集内在低维流形结构的整体嵌入坐标，而且各有各的特色与 

优点。但是这些流形学习算法都面临着同样的一个问题，这 

就是这些算法只是考虑了在只有一类数据的情况下如何发现 

数据集的内在低维流形结构，而没有考虑多类数据同时存在 

的情况下如何发现有效的低维流形嵌入。SLLEc”]和 EISO- 

MA ”]为解决这个问题做 了一些有益的尝试 ，但是这些方 

法更多地是注意保持了类间数据的相互关系，没有能够很好 

地恢复同类数据之间的内在流形结构。基于此，本文提出了 
一 种扩展的LOGMAP算法 EL0GMAP(Extended Logarith- 

mic Ma PAlgorithm)来处理多类数据情况下的低维流形嵌入 

问题。该算法既能保持类间数据的区别，又能够恢复类内数 

据的流形结构。在模拟数据集和真实数据集上的实验结果表 

明，ELOGMAP算法能较好地处理多类数据情况下的流形学 

习问题。 

1 LOGMAP算法简介 

1．1 黎曼法坐标 

*)广东省 自然科学基金项目(07006474)，广东省科技攻关项 目(2007][3010200044)。韦 佳 博士研究生，研究方向为人工智能、机器学习； 
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流形上某一点的黎曼法坐标包含了该点到流形上一特定 

点的距离与方向的信息。黎曼法坐标的几何直观解释可以通 

过图 1来说明【9]。假设 M 代表的是地球的表面，P是地球上 

的一特定点，那么朝着某一方向并沿着测地线走，我们可以到 

达地球上的任何一个地方。如果图中的 a，b，C三点代表地球 

上三个不同的地方，那么根据它们距 P点的距离与方向的信 

息，可以把三维空间中球面上的点映射N--维平面上，也就是 

图右侧的a ，b ，C ，这就是 a，b，C的黎曼法坐标。该映射为指 

数映射(Exponential Map)的逆映射，称之为对数映射(L0 

MAP，Logarithmic Map)。 

图 1 黎曼法坐标示意图 

1．2 LOGMAP算法介绍 

L0GMAP算法的基本思想是用低维空间的黎曼法坐标 

来表示高维流形上的点，实现维数约减的目的【9]。即通过对 

数映射发现高维数据集 X一 {．22l，．222，⋯，XN)，五∈RD在低维 

空间中的坐标表示 y一 { l， 2，⋯，yN)， ∈ ( <D)。该 

算法主要包括四步，描述如下： 

输入：样本集 X，基准点 P，低维嵌入空间的维数 d，样本 

点的近邻数 K； 

输出：X的低维嵌入坐标 y。 

第一步 根据基准点 P，计算其 K最近邻，记为 N( )。 

第二步 计算 N(夕)的低维坐标及 P点处切空间的标准 

正交基。由于这些点是近似线性的，可以通过标准的 PCA或 

MDS算法得到它们在 空间中的低维坐标及P点处切空间 

的标准正交基。 

第三步 计算 N( )中的点到其他各点的测地距离。首 

先在高维空间构造近邻图，寻找和每个样本距离最近的 K个 

样本作为近邻，每个样本和它的近邻之间建立连接 ，从而构成 
一 个无向图。然后计算 N(夕)中的点到其他各点的测地距 

离，这一步可以用 Dijkstra算法求解，利用两点之间最短路径 

近似测地距离。 

第四步 根据上面所得信息 ，计算 N( )之外其它各点 

的黎曼法坐标。 

算法中第四步的黎曼法坐标求解有很多种方法[12]，这里 

介绍一种通过二阶多项式插值求解黎曼法坐标的方法。假设 

流形上任一点所处的区域都是凸区域，那么对数映射可用下 

式表示_l ： 

由上述描述可知，问题归结为求解出a，b 与C 使得下 

式成立。 

f 1 

I 1 
I ⋯● ●●● 

L 1 

由此 可得 

● ● ● 

sKytK 

1 

1 

d2(zK，z ) 

d。(zI，z ) 

d。(z2，z ) 

Ks Kt J 【d。(zK，z ) 

(4) 

(5) 

其中右边第一项为摩尔一彭诺斯逆，也即加号逆。由求解出的 

a， 与 C ，根据偏导数公式(3)及对数映射公式(1)就能求出 

z 的黎曼法坐标。图 2所示为 LOGMAP算法对 S-Curve曲 

面的降维结果，从图中可以看出 LOGMAP算法正确地发现 

了S-Curve曲面的内在流形结构。 

图2 S-Curve曲面及其 LOGMAP降维结果(黑色点表示 N(p)) 

2 ELOGMAP算法 

2．1 问题描述 

在 LOGMAP算法中，第三步是至关重要的，它的基本思 

想是用两点之间的最短距离来近似这两点之间的测地距离。 

然而，如果存在多类数据，情况就不同了。以图 3(a)为例，图 

中两个不连续的曲面分别代表两类数据。如果把基准点选在 

图中上半部分所示的数据类中(记为 C 类 ，黑色点代表基准 

点及其近邻点 N(夕))，那么黑色点到 C 类的其它点的测地 

距离可以很容易求到。然而，黑色点到下半部分所示的数据 

类(记为 C2类)的测地距离都为无穷大，这样的话就不能求出 

下半部分数据点的黎曼法坐标嵌入。 

(a)随机采样数据 (b)测地线示意图 

图3 两个半 S-Curve数据集 

Logp(xi)=～ 1 。(
z，z )l ：p (1) 2

．2 ELoG 算法介绍 

又假设 N(夕)外一点 ．32 到 N(夕)中各点 z的距离的平方 

d。(z，z )可由二阶多项式表示： 

( )一n十b,y 十C (2) 

式中yERd为z∈ 的低维坐标 ， ， 为Y的分量， 和 

C Y～y 为符合爱因斯坦求和约定的多项式。上式对某一分 

量 的偏导数为 

一bkq-C~y'十 s (3) 

为了解决 上面所提 出的 问题 ，本 节提 出一种 扩展 的 

LOGMAP算法(ELOGMAP，Extended Logarithmic Map AI— 

gorithm)来解决多类数据的流形学 习问题。假设一共有 N 

类数据，算法描述如下 ： 

输入：样本集 x，全局基准点 P，低维嵌入空间的维数 d， 

样本点的近邻数 K，样本的类别标记 ClassIndex，样本的类别 

数 N； 

输出：X的低维嵌入坐标 y。 
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第一步 根据全局基准点 P，计算其 K近邻点 N(声)。 

假设 P点属于 C-类 ，那么只计算与 P点同类的点的黎曼法 

坐标，这一步与原始 LOGMAP算法一样。 

第二步 找出两个分别属于 Cl类与 C(ivL1)类数据的 

点，使得这两点之间的欧式距离是这两类数据之间最短的。 

令该距离为d ，即找出点 iEC1与点 JEG，使得 dc 一 

mir~ec 
，ieqd{i,j)。那么 ～( )中各点到 J点的测地距离可 

由下式得到： 

dG(～( )， )一dG(～( )， )+d(i， ) (6) 

如图3(b)所示，蓝色曲线代表 比(～( )， )，绿色直线代 

表 d(i，j)=de 。 

第三步 根据对数映射公式，计算 J点相对于 P点的黎 

曼法坐标。 

第四步 以 点为局部基准点，计算与J点同类的数据 

即 C 类数据相对于 的黎曼法坐标。根据 点相对于 P点 

的坐标得到C 类的全局嵌入坐标 。 

第五步 重复第二步至第四步，直到所有 ～类数据黎曼 

法坐标计算完为止。 

需要注意的是，因为该扩展算法是以选定的基准点 P为 

原点计算各类数据的黎曼法坐标，所以非基准类的数据的低 

维坐标可能会相互重叠，影响算法功能及可视化效果。为了 

防止这种情况发生，需要修改 的计算公式。本文采用如 

下方法来解决这个问题 ：把已经得到低维嵌入坐标的数据看 

成一个整体，maxlengthp代表P点到这个整体中的数据点的 

最大测地距离；把将要计算低维嵌入坐标的数据类 G 看成另 

外一个整体，maxlengthi代表 C 类中离基准类 C1最近的 J 

点到C 类其它点的最大测地距离。那么令 

dc =min~ec1，jecid{ ， )+maxlengthp+maxlengthi 

(7) 

用这个公式代替第二步中的原公式，就可以避免非基准类的 

数据的低维坐标相互重叠的情况。 

3 实验及分析 

为了验证算法的有效性，本节给出了 ELOGMAP算法在 

模拟数据集及 MNIST数据集上的实验结果及分析。 

3．1 模拟数据 

本实验使用 2．1节所示的模拟数据集，该数据集由两个 

半 S-Curve数据集组成 ，随机均匀采集 2000个数据点，每个 

半 S-Curve中有 1000个数据点，这样该问题就可以看成是两 

类数据的流形学 习问题。在实验 中，我们取 一2，K：30。 

图4展示了基准点 (黑色点表示 ～( ))取两个不同位置时 

的实验结果。从图中可以看出，ELOGMAP算法很好地解决 

了两类数据的流形学习问题，不仅学习到了每类数据的内在 

流形结构，而且保持了不同类数据之间的区别，取得了较好的 

可视化效果。 

(a)P点在 c1类中 (b)P点在c2类中 

图4 两个半 S-Curve在二维空间的降维结果 

· 200 · 

3．2 MNIST数据集 

MNIST数据集(http：／／yanru lecun．com／exdb／mnist)由 

10个手写数字的 60000个训练样本和 10000个测试样本组 

成，每个样本都是一幅 28×28的灰度图像 ，如图 5所示。本 

实验从 60000个训练样本中随机选取数字‘0，，‘1’，‘2，的图 

像各 J000幅，对它们用 ELOGMAP算法降维，该问题可以看 

成是三类数据集的流形学习问题。实验中，取 一2，K一40。 

图 6(a)是 ELOGMAP算法只对数字‘1’降维的结果，图 6(b) 

是 ELOGMAP算法对三类数字降维的实验结果。从图 6(b) 

中可以看出，这三类数字的低维嵌入明显聚集为 3类，而且每 

类数字在低维坐标中的分布都有着极强的规律性。以数字 

‘1’为例，随着横坐标的增加，数字的倾斜角度由向左倾斜渐 

变为向右倾斜；随着纵坐标的增加，数字的宽度由粗变细。这 

与图6(a)所示数字‘1’的排列规律相似 ，只是坐标轴的方向 

不同而已。可见 Eu)GMAP算法的确能学习到多类 MNIST 

数据集的潜在低维变化规律。 

图 5 MNIST数据集 

(a)单类数字降维结果 (b)三类数字降维结果 

图 6 三类手写数字由 EL0GMAP计算所得的二维坐标 

结束语 本 文提 出 了 一种 L()GMAP 的扩 展 算 法 

ELOGMAP，该算法克服 了原始 LOGMAP算法只能处理一 

类数据的流形学习的缺陷，可以处理多类数据的流形学习问 

题。EL()GMAP算法采用“芝麻开花”的形式逐个 计算各类 

数据的黎曼法坐标，既保持了类内数据的流形结构，又保持了 

类间数据的相互关系，使得低维坐标不致于混合重叠。实验 

结果表明，EL()GMAP算法能有效地获取多类数据的低维嵌 

入，取得了较好的可视化效果。 

ELoGMAP算法也存在一些需要改进和进一步研究的 

问题。比如说，ELOG MAP仅仅是简单地通过距离来保持类 

间的关系，是否存在更好的方法来保持这种关系；另外，当数 

据维数较高，类别较多的时候，算法运行速度较慢，寻找更快 

速简单的方法，以及把该算法用于模式识别领域等，都是我们 

需要努力的方向。 
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(4) ①(FVG) ①FV ①G； 

(5)SQ(FVG)一 FV G； 

(6) (F^G)≤ FA ； 

(7)S① U—U并且S 一 。 

定理 4．10 设 U是论域，F： [O，1]是 U上的模糊集 ， 

S，G：uxu-~[o，1]是 U上的模糊关系，F，Js，G分别是 F，S， 

G的布尔矩阵，则有 

(1)(JsVG)① F=S①FA ① F； 

(2)(JsV G) F—Js FV‘ F； 

(3)( )① F=B①( ①F)； 

(4)(Js G) F— (G F)； 

(5)S ① F=FA( ①(Js ① F))； 

(6)S F—FV(sQ(s F))。 

定理 4．11 设 U一( “，e )是论域，F：U一[O，1]是 U 

上的模糊集，S：uxu-~[o，1]是U上的模糊等价关系，F一(F 

(e )，⋯，F(e ))，Js一( )分别是 F，S的布尔矩阵，则有 

(1) ① F≤ ≤ F； 

(2) ① F=B①( ①F)； 

(3) F： ( F)； 

(4)如果 Vi Vj(s。j V S ≥F(q))，则有 Js F一雪①(Js 

F)： 

(5)如果ViVJ( A ≤F(e，))，则有 ①F一 (；① 

F)。 

结束语 本文是矩阵论方法在模糊粗糙集理论研究中的 

具体应用，其主要目的是运用矩阵这一有力的数学工具 ，对模 

糊粗糙集的基本概念和基本运算性质给出一种较为系统和完 

整的描述。在布尔矩阵逻辑运算中，同时定义“与积”和“或 

积”两种运算，较好地实现了上述 目的，尤其是针对模糊粗糙 

集理论中的模糊必然算子和模糊可能算子计算过程的布尔矩 

阵表示 ，为基于模糊粗糙集理论的知识表示与知识获取提供 

了一种能行与可计算的思路与方法。 
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