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MIMD并行机上解决矩阵链乘序问题的算法研究 

徐卫志 王洪国 于 惠 杨 海 
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摘 要 介绍 了并行机向 MIMD的发展趋 势，描述 了MIMD并行机上解决矩阵链乘序 问题的算法 ，并对其复杂 

度进行 了分析。针对处理器之 间任务分配的问题 ，提 出了一种合理分配任务的算法，并对这种算法的复杂度进 

行了分析。 
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1 引言 

矩阵是数值代数中的一个基本概念，许多应用中都用到 

较长的矩阵链相乘 ，如机器人、机器控制和计算机动画。矩阵 

链相乘顺序不同，数量乘法次数相差很大，对计算效率影响很 

大。用蛮力方法得到 个矩阵乘积最优顺序所需时间是 Q 

(4 ／√ )f1]。用动态规划解决这一 问题的时间复杂度为 0 

( 。)l_2J。rr．C．Hu和 M．rr．Shing提 出时 间复杂 度 为 0 

(nlogn)的最优的串行算法l_3“]。此外，还有学者提出时间复 

杂度为 O( )的近似算法_5j。 

许多学者提出 了很多解决矩阵链相乘最优顺序问题 

(MC0P)的并行算法l_6_l3_，这些算法主要基于 SIMD-PRAM 

模型。Heejo lee等_】 ]指出，针对 MCOP提出的算法，解决单 

个处理器上矩阵相乘的顺序问题，使数量乘法次数最少，在单 

个处理机上的计算时间也最少；Heejo lee首次提出矩阵链相 

乘处理器调度问题(MCSP)，用并行机做矩阵乘运算 ，所有的 

处理器按照解决 MCOP得到的最优顺序逐个矩阵乘积来计 

算，并不一定使矩阵乘运算的计算时间最少，需要考虑如何调 

度多个处理器并行地进行矩阵乘运算。 

根据指令流和数据流的不同，通常可将计算机系统分为： 

单指令流单数据流(SISD)、单指令流多数据流(sIMD)、多指 

令流单数据流(MISD)和多指令流多数据流(MIMD)。绝大 

多数串行计算机属于 SISD；直到 目前，国内外还没有见到多 

指令流单数据流方面的计算机产品；在 SIMD并行机中，各处 

理器同一时刻执行相同的指令，处理不 同的数据；在 MIME) 

并行机中，各处理器执行不同的指令，且处理不同的数据。 

SIMD类型并行机对并行计算机的发展起到了重要推动 

作用，但由于微处理芯片技术的发展 ，2O世纪 90年代 以后， 

并行机均朝 MIME)方向发展，单处理机性能都非常强大，用 

于科学与工程计算的 SIMD类型并行机已基本退出了历史舞 

台。促使 MIME)结构发展的因素有：(1)它能支持更高的并 

行度(子程序、任务级或更高)。(2)多台处理机的性能价格比 

远 比一台处理机高。 

已提出的解决矩阵链相乘最优顺序问题(MCOP)的并行 

算法主要基于 SIMD-PRAM 模型，随着并行机的不断发展 ， 

研究 MIMD并行机上的并行算法具有重要意义。 

本文第 2部分介绍 MIMD分布存储并行机上解决矩阵 

链乘序问题的算法，第 3部分提出一种多处理机任务分配算 

法，最后是结论。 

2 MIMD并行机上解决矩阵链乘序问题的算法及 

复杂度分析 

Steve Strate提 出了超立方结构上解决矩阵链乘序问 

题动态规划算法，实际上，在线性阵列上也可以实现这个算 

法，并且 Steve Strate的文章中，并没提出计算任务分配算 

法，只是人工分配。本节描述在 MIMD分布存储机器上解决 

矩阵链乘序问题的动态规划算法，而 MIMD共享存储机器上 

的算法与这个算法基本相同，不同之处在于处理器之间的通 

信是通过共享内存。 

2．1 算法描述 

(1)任务分配，为每个处理器分配若干行数据项。 

(2)每个处理器将已分配给它的计算任务自左向右，逐列 

地进行计算，在每一列都是自底向上地进行计算。 

(3)第 i个处理器计算完一列数据项后，将它所存储的该 

列的数据项传给它前面的处理器(第 一1个处理器)。 

(4)第 i处理器，如果它需要的第 +1个处理器的数据 

还没传送到，那么第 i个处理器将处于等待状态。 

2．2 算法举例 

在下面的例子中，两个处理器组成线性阵列，按照基本运 

算的次数来分配任务，每一个处理器负责计算若干行的数据 ， 
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由于第 i行的计算量大于第 i+1行，因此两个处理器分的行 

数不同，参见图 1。用两个处理器来计算 ，处理器 1计算前两 

行，处理器 2计算后四行 ，计算方法是逐列进行计算 。 

处理器 1自左 向右地逐列计算，每一列都是 自底向上地 

计算，首先计算它的第一列 C[1，1]，然后依次是第二列 c[z， 

2]和C[1，2]；第三列c[z，3]和 C[1，3]等等；计算C[1，3]时， 

如果处理器 2还没有把C[3，3]传过来，那么处理器 1等待。 

处理器 2也是 自左向右地逐列计算 ，每--N都是 自底向 

上地计算 ，每计算完成一列就把这～列的计算结果传给处理 

器 1。 

表 1 用两个处理器计算的例子 

d一0 

处理器 1 C[1，1] 

处理器 2 

2．3 算法复杂分析 

(1)时间及空间复杂性分析 

由于把计算任务大致平均地分给 P个处理器，而串行算 

法的时间复杂度是 0( 。)，因此该并行算法的时间复杂度是 

O(n。／P)。 

第 1个处理器最坏情况下需要存储所有 的数据项，第 i 

个处理器最坏情况下需要存储它分得的几行数据项以及这几 

行以下的所有数据项。所以算法的空间复杂度为 O(n。)。 

(2)通信复杂度分析 

O(n )个数据项分配给 P个处理器。每个处理器(除了 

第一个)每次传送一列数据，第二个处理器传送 n—z 列(z 

是第一个处理器分得的行数)，第三个处理器传送 ～z 一zz 

列(zz是第二个处理器分得的行数)等等。因此算法的通信总 

次数是 O(n )，平均通信复杂度是 O(n。／p)。 

图 1 三个处理器的线性阵列 

3 处理器之间的任务分配算法 

3．1 算法思想 

在动态规划算法中，主要计算时间用于计算式子 c[i，j]： 

{C[-i，忌一1]+c[k， ]+r[妇r[忌]r[ +1])，其中包括三种基 

本运算，乘法、加法和取最小值。在两个数中取最小值需要进 

行一次比较，其运算代价看成 ，则在四个值中取最小值代价 

为 3 ；整数乘法的代价看成 Y，整数加法的代价看成 。假设 

三种运算代价之间是这样一种关系，乘法代价是加法的n倍 ， 

比较运算是加法的 b倍，就可以把乘法和比较运算的代价转 

化为加法的代价。 

例如计算 C[1，5]时，参见表 1，需要在四个值中取最小 

值，计算这四个值都需要两次整数乘法和两次整数加法。计 

算 C[1，5]的代价是 3 +8 +8 一3bz+8az+8z=(36+8a+ 

8)z，由于在同一对角线上的数据项的计算代价是相同的，因 

此 c[2，6]的计算代价也是(3b+8a+8)z。 

处理器为 P个 ，矩阵个数为 7"1，计算出每一行的代价，加 

起来得到总的代价 C，则C／p就是每个处理器平均的计算量 ， 
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然后 自上而下逐行地分配计算任务 ，使每个处理器的计算量 

接近于C／p。按照平均值逐行分配计算任务的过程中，采用 

这样的策略，对于其中某一行，如果它的一半以上都分给了一 

个处理器，那么这～行都分给这个处理器 ，否则，这一行就不 

分给这个处理器。 

由于同一对角线上的数据项的计算量是相同的，第 一1 

行比第i行多一个数据项，因此如果从第 一1行开始向上计 

算总的计算任务，则第 i行比第i+1行多 一 次比较，2( 一 

)次乘法和 2(，z— )次加法。 

3．2 算法描述 

用数组口[ ]，6[ ]和 c[ ]分别存储各行比较运算、乘法 

运算和加法运算的次数。aEi]，6[ 和 ceil分别表示第 i行的 

比较 、乘法和加法的运算次数。L[ ]表示第 i行的三种运算 

总计算量，c表示 行三种运算的总计算量。数组 d[ ]存储 

最终分配结果， ]表示第i行分配给第 个处理器。 

(1)计算总任务量 C 

各个变量和数组初始值均为 0； 

for(i= 1；i< n：i+ + ) 

{ 
a[n—i]一arn～i+1]+i一1； 
brn—i7一bFn～i+1]+2i： 

c 一 —c ～i+1丁+2i； 
} 

for(i= 1；i< ：n；i+ + ) 

{ 

L[i]一a[ ]*b+b[i]*a+ceil；／／乘法代价是加法的a倍，比较 
运算是加法的b倍 
C—C+L[|]； 

} 

(2)分配计算任务 

average=C／p；／／求 p个处理器的平均计算量 
t=average；j=1；／／j表示第j个处理器 
for(i=1；i< = n；i+ + ) 

{ 
if(t>L[i]／2) 
{dEi]~j；t=t--LEi]；} 

else 

、 

{t=average~j=j+l；} 

3．3 算法复杂度分析 

由于算法中最多只有一层循环，算法的时间复杂度是 0 

(n)；算法中只用到一维数组和一些变量，算法的空间复杂度 

也是 0(n)。 

结束语 本文指出了并行机向 MIMD的发展趋势，介绍 

了MIMD并行机上解决矩阵链乘序问题的算法，并提出了一 

种合理分配处理器之间任务的算法。 

本文提出MIMD并行机上解决矩阵链乘序问题的算法， 

前面的处理器需要后面的处理器传送同一列的数据 ，如果后 

面处理器没有计算完成这一列，那么前面的处理器将处于等 

待，怎样减少等待时间是下一步需要解决的问题，这个问题也 

涉及到计算任务的分配。 

本文提出的任务分配算法，采用逐行分配的策略，按照这 

种方式分配，可能会导致分配不均。考虑 n和P的关系，如果 

远大于P，那么分给每个处理器的行数就很多，一行的误差 

对分配结果的影响不大；如果 与P相差不大，那么一行的误 

差对分配结果的影响很大，甚至会导致算法无法进行。可以 

在分界的这一行逐个数据项分配，这样使分配结果更均匀，但 

是增加了算法的时间复杂度。 
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理解为正确实体链的 比率。因此 Luo将 由式(30)产生的式 

(27)称为基于提及(mention-based)的 CEAF方法；由式(31) 

得到的式 (27)称为基于实体(entity-based)的 CEAF方 法。 

不同的层次上，可对 如(·，·)和 (·，·)定义相应的权重 

值，如根据不同实体类(ACE中为 NAME，N0MINAL，PRO- 

NOUN)定义不同权重值 。 

图 4 系统输出情况图 

① ⑦ O O O 

△ △ 

◇ ◇◇◇◇ 
图 5 系统输出情况图 

表 1 各类评测算法准确率、召回率及调和 F 值情况比较 

图 
例 

坚 堡 
P R F P R F 一P 一R 一F 一P 一R 杠 F 

最后依然以图 2，3中数据为基准，同时引入图 4，5两种 

极端输出，针对不同 CEAF方法进行计算，结果见表 1，表中 

第三行至第六行分别对应图 2—5情况。为了方便 比较分析， 

将 与 MUC-6两种方法针对图 4，5的情况一同给出。分析 

可以看到，尽管 最终 的 F值比 MUC-6理想一些，但它在 

极端条件下 ，准确率 和召回率上均 出现 了不合 理值。而 

CEAF方法的三类指标的结果更具说服力 ，也更为合理直观。 

最后需要指出的是 Luo中提出的最佳对齐方法是一个经典 

的最大双向匹配问题，其算法思想得益于 Kuhn(1955)和 

Munkres(1957)提出的 Kuhn-Munkres算法|5 J。 

结束语 MUC-6算法的缺点主要有两个：一个是算法没 

有区分单集 ，因此无法正确处理类似图 5中的输出情况；一个 

是所有的错误都被等同看待 ，算法仅是平等的对各种类型错 

误进行惩罚。 算法采用基于实体 的策略，但它与 MUC-6 
一 样存在同一实体被多次匹配重复计算问题，仍存在 卜值不 

合理现象。ACE-Value是近年来共指消解任务的官方评测算 

法，但是在分值解释方面不直观 ，除此之外，由于该算法严格 

依赖其 ACE评测标注语料，该语料无法公开共享使用，评测 

中的诸多细节也少见诸公开文献。CEAF方法含义清晰，理 

解直观，评分解释合乎实际。目前，汉语共指消解处理尚无大 

规模共享标注语料，依靠实体与提及的绝对和相对数 目的统 

计进行客观比较，综上所述，CEAF不失为一种最佳选择，特 

别是它能够根据实际需要决定不同权重参与的灵活性，更加 

适合于当前共指消解问题仅能在限定领域开展较为深入的工 

作的实际情况。 
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