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具有保留效用的一般网络价格竞争博弈的寡占均衡 
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摘 要 本文讨论 了具有保 留效用的一般网络的多个服务提供商之 间的价格竞争博弈问题。给 出了用户均衡的定 

义，并证明了其存在性、唯一性和连续性。由服务提供商所给价格和对应价格的用户均衡 ，给 出了寡 占均衡和严格寡 

占均衡的定义。根据 Wardrop原理，给出了给定价格下用户均衡流量分配的特征刻画。本文还讨论 了寡占均衡和严 

格寡占均衡的性质，给出严格寡占均衡价格的特征刻画，并用并行链路网络例证 了文章的主要结果。 
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Abstract This paper discusses the price competition game am ong multiple service providers in a general network with reserved 

utility．W e give the definition of user equilibrium．show its existence，uniqueness and continuity with respect tO price，an d then 
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1 引言 

博弈论(game theory)是使用严谨 的数学模型研究给定 

信息结构下最优决策问题的理论，其主要 由三种基本元素组 

成：一是参与人的集合；二是给定的信息结构；三是效用函数， 

又称偏好、收益或支付函数_1]。许多网络行为也可以被理解 

为某种博弈问题l2 ]。 

价格竞争博弈是一类特殊的两阶段非合作博弈。在第一 

阶段各个不同的网络服务提供商同时选择其所拥有链路(路 

径)的价格，而后在价格已知的情况下，用户根据对应的用户 

均衡分配传输其数据流量。由于某一服务提供商的利润需依 

赖于其他服务提供商所给出价格，因此各服务提供商之间存 

在价格竞争。寡占均衡是价格竞争博弈的一类均衡状态。 

文献[2—4]研究了并行链路网络的价格竞争博弈问题。 

文献Eel给出了垄断均衡和寡占均衡的定义及均衡条件下的 

均衡价格特征，证明了垄断均衡解与社会最优解之间的等价 

性。文献E3]证明了在保留效用的条件下，如果链路延迟仅 

仅由流量弓l起时，则价格竞争博弈的纯策略寡占均衡可以取 

得至少5／6的效率，并且该下界是紧的。文献[4]则证明了在 

弹性效用函数的条件下，如果链路延迟仅仅由流量引起时，则 

价格竞争博弈的纯策略寡占均衡可以取得至少 2／3的效率， 

并且该下界是紧的。文献Es]证日月了在保留效用函数的条件 

下，如果链路延迟仅仅由流量引起时，对于并行路径网络，其 

价格竞争博弈的强寡占均衡可以取得至少 1／2的效率，并且 

该下界是紧的。然而在纯策略寡占均衡条件下，其效率可能 

任意地差。文献[6—8]也研究了均衡的效率问题，然而这些文 

献是从用户的角度出发，考虑了由于用户的自私行为所造成 

的效率损失测度。在这过程 中，没有涉及服务提供商之间的 

非合作行为。 

而本文的目的是研究一般网络拓扑结构下网络服务提供 

商之间价格竞争博弈的寡占均衡的性质。相比较文献[2—5] 

所研究的并行链路网络或并行路径网络，一般拓扑网络由于 

结构复杂，因此研究起来相对更困难。文献[1O]作为文献Eel 

结论在一般网络拓扑结构下的推广，也研究了一般网络拓扑 

结构下价格竞争博弈的效率损失问题，然而文献Elo]只研究 

了垄断均衡的效率损失问题，并证明了在垄断均衡情形下，垄 

断均衡可以达到社会最优，即效率没有损失。而寡占均衡却 

没有如此好的性质，正如文献Es]所指出，对并行路径网络，其 

纯策略寡占均衡的效率可能任意地差。因此，研究一般拓扑 

网络的价格竞争博弈的寡占均衡的性质具有重要的理论和应 

用价值。 

2 网络模型与假设 

对一有向图 G一(V，E)，其 中 V是所有网络结点的集 

合，E是有向链路的集合。在网络中存在 m个源一目的(OD) 

对 { 1， 1>，{ ，te>，⋯，{ ， >，记所有 OD对的集合为 M 

*)国家自然科学基金(Nos．60473094)、上海市科技研究基金(Nos．05JC14063)、上海市登山行动重点基础研究项 目(Nos．06JC14065)。 
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一 {1，2，⋯，m)。在每一 OD对之间存在一条或多条路径连 

接此 OD对的源端和 目的端。记连接 OD对 {5k，tk)的源端 

和 目的端的所有路径集合为P ，网络中所有路径的集合为 P 
— U kEMP 。记 为 OD对 在路径 P上分配的流量 的大 

小，其中pEPk。记尸一 ∑M EPk} 为链路e上所有oD 
对流量的总和 ， 一 ∑ 厂f为 OD对 在所有路径上的流量 

pG 

之和。网络中的每条链路都伴随一个基于流量的延迟函数 

(厂)(eEE)，因此沿着路径 P传输一单位流量所导致的延 

迟费用为 ∑z～ )。至于服务费用，每个网络服务提供商对 

使用路径P的OD对收取价格为矿 的单位带宽费用，记 q一 

[ ] 为价格向量。链路延迟是由通信链路本身的特性所 

决定的，而单位流量价格则是由提供该路径的服务提供商所 

设 定。设 每 个 OD 对 均 有 一 个 保 留 效 用 R 

(R>O)( EM)，当有效费用超过其保留效用时，其将不往 

网络传输任何流量。每个 OD对 想要传输的总的流量记为 

d ( > O)。 

本文对链路的延迟函数作如下假设： 

假设 1 对任意 eEE，延迟函数 ：E0，O<3)一 E0，O<3)是 

非负的、严格递增的、连续可微的凸函数 ，且满足 (0)一O。 

本文采用 Wardrop原理来定义给定价格向量的流量分 

配，Wardrop原理在交通网络和通信网络的研究中已经得到 

了较为广泛的应用_2_ 。具体地，有下述 Wardrop均衡的定 

义 ： 

定义 1 对给定的价格向量 q一[矿] ∈ ≥O，向量 ≥ 

0如果满足 

M E arg m ax
n

{
p暮 (凤一善z (尸)一矿) f≥0 p∈Pk e∈p 

p k 

以 )，尸一 (以 ) ，V eEE 

则称 ≥O为一 Wardrop均衡(wE)。记价格 向量 q所对 

应的Wardrop均衡点集合为 W (q)。 

由上述优化问题的最优性条件 ，我们可得 向量
．， ≥ 0 

为一 Wardrop均衡(wE)当且仅 当 ∑ (以 ) ≤ ，且存在 
pt Pk 

2k>~0(kEM)满足 女( (以 ) 一 )一o，及对任意的 P 

∈Pk， EM 有 

R 一 z (广)一矿 ≤扎，如果 ( ) 一o；Rk ∑z 

(尸)一矿一 ，如果 ( ) >O， 

其中尸一 (以) ，V eEE。 

由Wardrop均衡的定义 ，可得如下 向量 ≥ 0为一 

Wardrop均衡的一个刻画结论，由于证明过程是直接的，本文 

省略其证明。 

引理 1 对一给定的价格向量 q=[ ] ∈ ≥O，向量 

≥O为一 Wardrop均衡当且仅当 

∑z (尸)+ 一mi {∑z (广)+ )，V P 满足 z 
eEP， P

，

∈ eEP ‘ 

>O，V EM 

z (尸)+ ≤Rk，V i满足 z>o，pi EPk，V ∈M 
Pi 

∑ ≤dk，V忌EM 
pE 

此外 ，如果 min
一

{∑Z (尸)+ )<R ，则有 ∑ 一 。 
Pf∈ eEP ‘ pEP 

引理 2 如果假设 1条件满足，则对任意给定的价格 向 

量 q一 [矿]p∈P≥ 0，其所对应 的 Wardrop均衡点集 合 w 

(q)为单点集 ，且W (q)是连续的。 

证明：对任意给定的价格向量 q一[ ] ∈ ≥0，我们考察 

如下优化问题： 

max ∑ ∑ ((R 一矿) )一 
，≥≥O Mp 

∑ ≤ ，V EM 
p∈ Pk 

ff 、 

∑l {pI ∈ PEPk} ( )d 
eE 0 

显然上述优化问题的可行集是非空的凸集。由假设 1的 

链路延迟函数的严格递增性知上述优化问题的目标函数是严 

格凸函数。因此其一阶最优性条件也是其充分条件。考察其 
一 阶最优性条件知其与向量 严 ≥0为一 Wardrop均衡 

(wE)的充要条件是一致的。因此向量 ≥O为一 Wardrop 

均衡(wE)当且仅当其为上述优化问题的最优解。由于上述 

优化问题的目标函数是连续函数，且其可行集为紧集，因此存 

在最优解。同时，由于目标函数是严格凸函数，因此最优解是 

唯一的。所 以 Wardrop均衡 点集 合 W (q)为单点集。w 

(q)的连续性则可由文献[1O]中的最大值定理直接得出。 

证毕。 

有了 Wardrop均衡的定义 ，我们就可以定义网络服务提 

供商在给定价格条件下其所得的利润。具体的有：在给定其 

他服务提供商单位流量价格向量q 一[矿] ≠ ，拥有链路 P 

的服务提供商在设定其单位流量价格为q 时的利润为Ⅱ 

( ，q )一矿 ，广 
∈ ∈ 

( ) ，V eEE，其中， 

EW(qP，q )为给定价格向量下的 Wardrop均衡流量。 

定义 2 向量( ，严 )≥o如果满足 

严 EW((qp)oE，(q—P)oE) 

IIp((qP)oE，(q～ )oE， 。 )≥ IIp( ，(q—P)oE，，)， 

V矿≥O，yEW (qP，(q一 )∞) 

则称( ，严 )≥O为一纯策略寡占均衡， 为寡占价格。 

进一步 地，如果对任意 O≤ ≠ (qP)oE及任意 的 ，∈w 

(矿，(q一 )oE)均 有 IIp((qP)oE，(q—P)oE，严 )> IIp 

(qP，(q_ 。)oE，，)，则称 ( ， )为一严格寡占均衡， 为 

严格寡占价格。 、 

3 纯策略寡占均衡的价格特征刻画 

在本节，我们给出在寡占均衡条件下 ，各网络服务提供商 

所给价格的特征刻画。首先我们证明一个引理： 

引理3 设( ，严 )≥O为一寡占均衡，且假设 1条件 

满足，记 IIp—IIp(( )∞，(q一 )oE)一 ( )oE(广 )oE为 

拥有 路 径 P 的 网 络 服 务 提 供 商 所 得 利 润。设 一 

{PjPE ，(以 )OE~o)，P— U kEMp ，则对任意 PEP，有 

(qP)OE~ O。 

证明：(反证法)假设存在 P EP 使得 (qP )oE一0。由 

于 P EPk，，因此有 ( )oE>0，所 以存在正数 e>0，使得 

( ) >e>o。定义一个新的价格向量如下 

矿一(矿)oE+ ∑
一 ，

( ((尸)叩)-l ((尸)叩一e))， 
： cP'ecP 

VpE ， ∈M 

由于延迟函数是严格递增的，因此有 > (qP)叫，VPEPk， 

EM，考虑如下流量向量 ： 

一( )∞一￡； 一( ) ，其他 

下面我们将证明7为对应价格向量 下的Wardrop均 

衡。由上式可得 

一(尸)叩一e，g∈P ； 一(尸)oE，其他 
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对任意的pEPk，，由( ，严 )为寡占均衡有 

R ≤ ∑l ((厂)OE)+ ( ) 一 l ((厂)∞)+ ～ 

∑ (1 ((尸) )一Z ((广)oE一￡))一 ∑l 

(( ) )+qp一 ∑ (1e(广)一 ( )) 
：eEP，eEP 

一 ∑l ( )+ 
eEP 

且由于 >o当且仅当( )oE>o，因此当 >o上述不等 

式等号成立。类似地，对任意的pEPk，kv／=k ，有 

R ≤∑l ((厂) )+( )OE一 l ((尸)∞)+ 一 

∑ (1e((广)oE)一 l ((．

尸)oE一 ￡))一 ∑ l 

((厂) )+ 一 ∑
，

( (尸)一 ( ))一 E
—

l 
：eEP，eEP PtP 

( )+ 

因此有 一 >o， 一>( )oE(月)OE，这与( ，严 )为 

寡占均衡矛盾。因此对任意 pEP，均有 ( )OE>O。 证毕。 

引理4 设( ，严 )≥O为一严格寡占均衡，且假设 1 

条 件 满 足 ，记 Ⅱ 一 Ⅱ (( )OE，(q一 )OE)一 (qP) 

( )OE为拥有路径P的网络服务提供商所得利润，则对任意 

pEP，有Ⅱ 一( )OE(尸 )OE>0。 

证明：(反证法)假设存在 pEP，有Ⅱ 一( )∞ (广 )OE 

—O，则对任意 > ( )OE的价格 q一及任意的 ，E w( ， 

(q一 )OE)，有 Ⅱ ( ，(q一 )∞，，)≥ o一 Ⅱ (( )∞， 

(q一)OE，严 )这与( ，严 )≥O为一严格寡占均衡矛盾。 

证毕。 

定理 1 设( ，严 )≥O为一个严格寡占均衡，且假设 

1条件满足。则有 

(1)如果 rain{∑．1 (厂)+( )∞ )<R ，则对 任意的 
芒Ph eEP 

∈ ，严格寡占均衡价格可表示为 

( z)OE一( )OE∑l (厂)+ 
P∈ 

∑ l (厂)一 ,LIk 
eEPZk， ∈ 2 

其中 D，n ， 的意义在证明过程中自然明了。 

(2)如果 m
—

in<∑l (尸)+ )一 ，则对任意的 ∈ 
p，∈Pk eEP． ‘ 

，严格寡占均衡价格可表示为( )OE=Rk一 ∑l (广)。 
∈ 

证明：记 一<1，2，⋯，I I)为路径集合P 的指标集， 

为源一目的对k的第i条路径。由于( ，严 )≥O为一个 

严格寡 占均衡，因此 由引理 4可知对任意 P∈P，有 II 一 

( )∞(广 )OE>0成立。因此对 任意 的 ∈ ，k E M， 

(( )∞，oE)为下列优化问题的最优解 ： 

． f．∑z (尸)+ 一 ∑z (尸)+( )OE，V ∈ ， 

∈ ∈壤 

≠ 

D 一 
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∑z (尸)+( )OE≤Rk，V E 

∈破 

轰，}i≤ ， 胁 ∈E 
上述优化问题的Lagrangian函数为 

L(qp，，， ， ， )一 ， + (∑ ，牲一 )+ ∑ 
∈ ∈Pk 

(∑z (厂)+( 1)OE～R )+ (∑ z (厂)+ 
∈畦 ⋯ ∈理 

一

(∑ Z (广)+( ) )) 
∈畦 

其中 ， ， 分别为对应约束条件的Lagrange乘子。由于对 

任意 pEP，有Ⅱ 一 (qp)OE(广 )OE>O成立，因此对任意 P 

EP，有 ( )OE>o，(广)OE>O。其一阶最优性条件可 以表 

示为 

由考％f 一 ∞一。，可得( ,oz+ E 十九一。； 
由ao L_L} 堪 ∞一。，可得 
( Z) + ∑ (∑Z (尸)一 ∑ l (厂))+ ∑ 

” ∈ ∈畦， ∈ 2 畦 Pk 

( ∑ l“ 尸))+ 一O； 

∈畦， ∈ 2 

由 j 一 ，∞一O， ≠ ，m∈ ，可得 
( ∑ l (厂)一 ∑ l (厂))+ 
∈蠼，eE ∈《．eE 

∑ f( ∑ l 尸))+ 一O 
壤+Pk ∈畦， ∈ 

此外，还必须满足对偶约束条件 九(∑ l (尸)+ 
∈壤 

( )OE—Rk)~-0；ek(∑ 彤一dk)一o。 
∈ 

首先，如果 min{∑l (尸)+(q畦)OE)< ，则有 ∑ 
畦∈ ∈壤 壤∈ 

( )OE一 ，九一o，V iE h， ≥o。因此由上述最优性条件 

可得 

( ∑ l (厂)一 ∑ l (厂))+ 一o， 
≠ ∈蠼，e∈ ∈畦， ∈ 

mE ，m≠ ；( )∞ +∑ 一。 

上述方程为关于 雎( ≠ ，iE )与 ￡ 的非齐次线性方 

程组，由KKT条件可知 Lagrange乘子 ， 肯定存在，因此 

上述线性方程组有解，其解可由克莱姆法则得到。具体有，如 

果记系数矩阵行列式为 

D 

∑ l (P) ⋯ 
∈ I 

∑ l ( ) 
e∈ I 

1 

⋯  ⋯

刮  ∈ e∈蛭，e∈ e∈ 1，e∈ 
⋯  ⋯  ! 一1 

， 

j 
厂) ．．‘ )OE

帅

E 
Ile'(厂 · 不jl e'(厂) i 

一 ( )诬 

∑ l (P) 一1 
∈ l

， ∈ 

； 一1 

∑ l ( ) ； 
∈ l 

1 o 

蠼  

《 
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∑l (尸) 
eEp 

∑ l ( ) 
{． Ep~PkI 

1 

∑ l (厂) ( )oE ∑
．

1 (厂) 
Ep~Pk 1， Ep{ ∈ 

(厂) )oE 
2． 

厂 

1 一( )oE 

则可得 Lagrange乘子．1‘，靠分别为,ui一 ui，z：An，i∈h， 一 

。 将其代入方程 

(矿2)∞+Zu (∑Z (厂)一 ∑ Z (厂))+￡ —O 
∈p2 ∈哇， ∈p 

则可得严格寡占均衡价格表示为( )oE一( )oE∑z (广)+ 
∈ 

(厂)一 Dk 证毕
。 

4 一类特殊网络——并行链路网络的情形 

在本节中，我们将讨论一种特殊拓扑结构的网络，即并行 

链路网络。这种拓扑结构网络的寡占均衡的性质即效率分析 

已在文献[3]中得到了较为深入的研究。对这种特殊拓扑结 

构的网络，由上节所使用的方法 ，可得关于 肺(i：／：n，iE h)与 

e 的非齐次线性方程组为 

一￡ 一O，mE ，m4- ；(z )oE+∑ 一O 

其系数矩阵行列式为 

D 

l 1(z1) 
● 

： 

0 

1 

— 1 

— 1 

： 
● 

O 

一  )(互 ) 
l 1(z1) ⋯ 0 ⋯ 0 

⋯  i ⋯ ； 

0 ⋯ 0 ‘
． 1 IPkI(XlPkI) 

1 ⋯ 一(z )oE ⋯ 1 

： Ⅱ l (z ) (z )(z )oE 

O 

O 

一 (z )∞ 

一 lIZ (五)(一( )oE) 
l≠ n 

因此可得 

一  一  

D (互 ) 

一 —  

( X n)OE
l'm ， ≠ ， ∈ 

( )(善 ) 

一  一  

将其代入方程 

( )∞+∑ l (z )+ 一0 

得 

(q )oE一--l (岛 )∑— — —  一 
”ll

m( )(量 ) 
(Xn)OE 

(至 ) 。(善 ) 
这与文献E3]得到的结果是完全一致的，因此本文得到的 

结果是文献[3]中结果在一般拓扑结构网络情形下的推广，其 

结论具有一般性。 

结束语 本文证明在一般拓扑网络结构下，网络服务提 

供商之间价格竞争博弈的严格寡占均衡的性质，并给出了严 

格寡占均衡条件下，各网络服务提供商所给价格的特征刻画。 

进一步的研究工作包括一般网络拓扑结构下具有保 留效用或 

弹性效用函数的价格竞争博弈的纯策略寡 占均衡的存在性及 

其效率分析。同时相应价格竞争博弈的混合策略寡 占均衡的 

存在性及其效率分析也是一个重要的研究方面。 
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