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基于多项式基函数的泛函网络构造方法与逼近理论 

周永权 刘晓冀 张 明 

(广西民族大学数学与计算机科学学院 南宁 530006) (大连水产学院理学院 大连 116023) 

摘 要 用构造性方法证明：对于给定的 r阶多项式函数，可以具体地构造出一个三层泛函网络，以任意精度逼近该 

多项式，所构造的网络的中间神经元个数仅与多项式基函数的阶数r有关，并能用r表达。该文所得结果对于基于多 

项式基函数的泛函网络逼近任意函数类的网络具体构造和逼近具有理论指导意义。 
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Abstract It is investigated in this paper that the polynomial basis functions are approximated by functional network 

with three-layer．It is shown that for a given polyn omial function with r order a three-layer functional network can be 

constructed by a constructive method tO approximate the polyn omial tO any degree of accuracy．The number of mid-unit 

of the constructed functional network only depends on the order of approximated basis functions．The obtained results 

are more important for constructing a three-layer functional network tO approximate the class of polynomial basis func— 

tions and for realizing the approximatior~ 
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1 引言 

泛函网络是 Castillo在 1998年提 出的一种网络模型_1]。 

泛函网络处理的是一般泛函模型，它在各个神经元之间的连 

接无权值，并且神经元函数不固定 ，而是可学习的，常常是一 

个给定的函数簇 (如多项式、三角函数、Fourier展开级数等) 

的组合，在实际应用中，人们可根据特定的问题的需要来选取 

不同的基函数簇。泛函网络已经成功地被应用于非线性系统 

辨识，混沌时间序列的预测，微分、差分和泛函方程的求解， 

CAD，线性、非线性回归 ]等；泛函网络在解决上述问题中都 

表现出较好的性能。随着泛函网络理论的不断深入和应用范 

围的不 断拓广，泛 函网络在计算 机代数_7 、复杂 系统 建 

模~16 193、系统设计 与优化[20,21]等应用方面也取得 了一些成 

功。 

泛函网络虽然已经成功地被应用于很多方面，但 由于它 

是近年来提出的一种新的对神经 网络的推广，同神经网络一 

样 ，有些理论和应用方面的基础还不太健全，需要人们不断地 

提出更适合所要解决问题的新的网络结构，完善基础理论，提 

出一些新的系统模型及其逼近方法。基于这些想法，本文工 

作的重点是从理论上研究泛函网络的函数逼近性能，而函数 

的逼近是评价泛函网络计算能力的一个重要手段，泛函网络 

应用中的一个重要的基本问题是如何设计一个泛函网络结构 

与之有能力学习到给定的函数。近来较多的工作 (如文献 

[23)集中在针对泛函网络中一种特殊的模型，被称为可分离 

泛函网络[ ，从理论上反映了网络逼近性能与中间计算单元 

(相当于神经网络的隐层)结构之间的关系。然而 ，针对泛函 

网络一般模型结构，至今从理论上人们还没有具体给出实现 

函数逼近的具体方法，从而难应用到实际问题中去。因此限 

制了泛函网络的应用范围。而多项式函数是一种较为简单并 

且容易计算的函数 ，也是实际问题中最广泛使用的函数之一， 

它在表达一般的函数、构造样条及拟合曲面等方面也起到重 

要的作用，通过对多项式函数的研究与探讨，可以进一步研究 

一 般函数的逼近问题 ，从而揭示泛函网络逼近一般函数的本 

质和实现逼近的机制。本文研究的目的是理论上给出基于多 

项式基函数神经元的三层泛函网络的构造过程和函数逼近方 

法，促进泛函网络的理论和应用研究。 

2 函数逼近问题的描述 

一 般函数逼近问题可以描述为：如何确定一个函数集合 

，使得特定空间A上的任意函数 ．厂可由 中函数近似地构 

造出来。现存在的基本问题是 ：(1)如何选择 ；(2)如何基于 

中函数构造近似函数 ，使得与 目标函数有尽可能小的偏差。 

对函数逼近论的研究，已经产生出许多成熟的函数逼近方法， 

如代数多项式逼近、三角多项式逼近、插值方法等[2 。经 

典的方法通常用回归分析，即已知采样数据集合{( ，Y )J五 

∈ ，Y ∈R，iEN)，构造满足采样数据点误差等约束条件的 
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项目资助课题。周永权 博士，教授，主要研究方向为神经网络、计算智能及应用；刘晓冀 博士，教授，主要研究方向为矩阵广义逆计算及应 

用；张 明 硕士，主要研究方向为计算智能及应用。 
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函数，但存在着相关却不同的其它问题，如控制等领域，通常 

需要求解特定的模型，而该模型是否适当，只有当模拟执行该 

模型后依据其适合性才能评判。回归分析不适合求解该问 

题，当前的计算智能技术为解决该问题提供了新的逼近方法， 

本文仅从理论上致力于用基于多项式基函数的泛函网络逼近 

模型来解决该问题，使其泛函网络函数逼近技术有理论基础， 

使其泛函网络逼近技术的应用范围得以拓广。 

3 泛函网络的构造 

泛函网络对应的是泛 函变换，它的拓扑结构描述的是一 

个函数变换系统。一般地 ，它主要由以下 5部分组成：(1)输 

入单元层：这是输入数据的一层单元，输入单元以带有相应的 

名字的实心圆表示；(2)输出单元层：这是最后一层单元，它输 

出网络的结果数据，输出单元也是以带有相应的名字的实心 

圆表示；(3)一层或多层神经元或计算单元：每一个神经元是 

一 个计算单元，它计算一组来自前一层神经元或输入单元的 

输入值，并给下一层神经元或输 出单元提供一组输入数据。 

计算单元相互连接，每一个神经元的输出可以作为另一个神 

经元或输出单元数据的一部分，一旦给定输入值，输出便由神 

经元的类型确定，它由一函数定义。例如，假定我们有一个神 

经元具有 s个输入(∞，zz，⋯， )及 愚个函数F，，J一1，2，⋯， 

愚；使得 ，一F，(z1，z2，⋯，z )， ：1，2，⋯，愚。函数 FJ由网络 

的结构确定，神经元 由带有相应的 FJ函数名称圆圈来表示； 

(4)有向连接线：它们将输入层、第一层神经元 、第二层神经 

元、最后一层神经元及输出单元连接起来，箭头表示信息流动 

的方向，所有这些一起形成泛函网络的结构，它确定了网络的 

泛函能力。泛函网络的结构是指神经元的组织及包含的连 

接。 

图 1所示的是一种较简单的泛函网络拓扑结构图，但具 

备泛函网络的所有功能组成。为了便于比较，图 2给出的是 

对应的神经网络拓扑结构图。 

图 1 一种泛函网络的拓 

扑结构 

图 2 与图 1对应的神经网络拓扑 

结构 

标准神经网络与泛函网络之间最明显的区别是：在标准 

神经网络模型中给定神经元的激活函数，而对激活的连接权 

值进行训练。在泛函网络模型中没有连接权值，泛函网络训 

练的是函数 FJ，也即对激活函数进行训练。在标准神经网络 

模型中，输出单元是单个神经元的输出(最后一个单元)，而在 

泛函网络模型中，输出单元可输出一个或多个神经元 ，这隐含 

了一种相容性，即连接到输出单元的神经元个数越多，输出神 

经元的自由度越少。因此，在实际应用中，根据问题的不同设 

计不同的泛函网络，完成相应的函数变换。 

4 逼近定理及其构造性证明 

由于函数变换的类型很多，因此表示函数变换的泛函网 

络模型类型也很多，其拓扑结构的几何形状也各异，很难构造 

出一通用的泛函网络来表示所有 的函数变换。为了研究方 

便，本文从一元函数变换人手，即考虑单输入单输出泛函网络 

结构的函数逼近问题，根据泛函网络结构的构造方法，一般的 
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单输入单输出泛函网络结构如图 3所示。 
^∽ 

(对 

图3 单输入单输出三层泛函网络 

其中 ( 1，2，⋯， )是中间计算单元。此时，该泛函网络输 

出 

一  (z) 

是一元多项式函数表达式。根据 Castillo的作法，我们可以 

将(1)式中的 fi(z)表示成一个已知 函数簇的线性组合的形 

式 

(z)： 。 (z) (2) 

式中，基函数集 一{铷 (z)， 一1，2，⋯， ，J一1，2，⋯，m}是给 

定的，适合于逼近 到期望精度的、线性独立的函数集，系数 

a 是泛函网络的参数。将(2)式代入 (1)式有 ，该泛函网络的 

最终输出 

一 ∑∑。 (z) (3) 

引理 设 一{铷(z)， =1，2，⋯， ，J：1，2，⋯，m}是定 

义在R上具有 r+1次连续有界导数的线性独立的函数集，则 

当m—r+1时，必存在实数 a，使得矩阵 

A一 

l(a) 

}’(a) 

： 
● 

商 (a) 
’(a) 

(a) 

’(a) 

稿 ’(a) 
’(d) 

是非奇异的，即A 存在。 

证明：(用反证法)倘若对任意的实数a，均有 

detA= det 

l(a) 

(a) 

： 
● 

”(a) 

商 (a) 

1≤ ≤ 

即当 m=r+l时， 

det 

l(z) 2(z) ⋯ ，，+l 

}’(z) ’(z) ⋯ · 

； ； ⋯ ； 

曲 (z) 商1’(z) ⋯ 

(z) 商’(z) ⋯ · 

z) 

z) 

z) 

z) 

，1≤ ≤ 

兰 O 

一 0 

(z∈R) (4) 

当把(4)式左边的行列式展开后，我们可把(4)看作是关于 

-r+l(z)为未知函数的 r阶微分方程，由于 l(z)， (z)， 
⋯ ，％ (z)在 R上线性独立，所以，易知它的通解为 ： 

．，+l(z)：C1 l(z)+C2 2(z)+⋯+f， (z) (5) 

这里’fl，C2，⋯，fr是r个独立的任意常数。但(5)式说明 。 

(z)， 2(z)，⋯， l(z)在R上线性相关，与已知条件矛盾。 

所以必存在实数a，使得矩阵A非奇异，即A 存在。证毕。 

定理 设 一{ ，(z)， 一1，2，⋯， ，J=1，2，⋯，m}是定 

义在R上具有r+1次连续有界导数的线性独立的函数集，则 

对任意给定的 r阶多项式 P，(z)及 e>O，可构造出一个输入、 

；  ；  

；  铷 商 

；  嘲 晦 
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一 个输出及中间计算单元个数为 r+1的三层泛函网络(见图 

3)： 

(z)一善蚤aij (z)， ER，m—r+1 
使得 

{L (z)一P (z){<e 

证明：设P (z)=bo+61z+⋯+6 是给定的r阶多项 

式，令 

(z)一 n (z)，aoER，re=r+1 (6) 

则我们适当地选取参数 ad， 一1，2，⋯， 。 一1，2，⋯，m；使 

得 

(o)+ ”(o)z+⋯+音 (0)xr一6o+blx+⋯+ 

br．r 一P (z) (7) 

事实上，由于{ (z)， 一1，2，⋯，n， 一1，2，⋯，m}是定 

义在R上具有r+1次连续有界导数的线性独立的函数集，因 

此由(6)式可得 

(z)一 
， 

％ (z)，s—o，1，⋯ ，r (8) 

并可得到以下矩阵方程组： 

1(O) 

(O) 

(O) 

诸 (O) 

昭2(O) 

’(O) 

(O) 

扰 (O) 

bo 

1 1 b1 

(r一1)1 6r一1 

r!b 

或可写成 

AC—B 

其中 

A 

1(O) 

(O) 

(O) 

(O) 

2(O) 

(O) 

”(O) 

(O) 

‰ (O) 

(O) 

(O) 

(O) 

‰ (O) 

(O) 

簖 (o) 

(O) 

(9) 

C一(∑a ⋯，∑a ) 
l l l l 

B一(bo，b1，⋯ ，(r——1)1 6r一1，r!br) 。 

当m=r+1时，A是方阵，由引理可知，存在实数 a，使得 A非 

奇异。为了简单起见，本文我们选取 a=0。因此，方程(9)有 

唯一解 

C=A一 B r10) 

令 产 1 2 ．．，m，则 

C一(2a 1，∑n 2，⋯ ，∑n ) 一(c1，c2，⋯ ，Cm) ， 
i= 1 一 1 ： 1 

并且 

I all a12 l 
n。 n。。 

I 

L口 1 a 2 

I。“ 。 。 ⋯ 。 m 

记D一 。：。⋯ 。2．m 

L 。 ：。 
DE，结合(1O)式，我们有 

DE=A一 B 

由(12)可得 

，E一(1，，1，⋯，1) 。则 C一 

(12) 

D=(A一 B)E +y(J—EE+) (13) 

其中y是任意矩阵，E 是 E的 M-P广义逆。 

假定矩阵 D已由公式(13)所确定，那么，根据 Taylor公 

式 ，可得 

(z)一 (o)+ ”(o)z+⋯+音 (0)sc +R (z) 
(14) 

其中 

Rr(z)一南  ”( ) 州， s (15) 
又 ”(z)一

i 
善n 。r̈ (z)，所以，I ”(z)I—l善， n 

— lI l l= lJ 1 

。 ”(z)I≤M，其中 

M—maxT~ (z) 
xER 

所以，由(15)式得 

IR (z)l≤ I zI ， 

于是，V e>O，j O，当 zE(一 ， 时 ， 

l (z)一P (z){<e， 

这里 一(r+1)!( )南 。证毕。 

对于多元函数变换，其泛函网络的拓扑结构也越复杂，但 

无论泛函网络如何复杂，都可将其拓扑结构看成是若干个子 

泛函网络模型的“集成”。这样，我们可将复杂泛函网络分解 

成若干个子泛函网络进行研究，分析其子泛函网络的特性，研 

究其对整个泛函网络的影响。根据这个思想，针对多元多项 

式函数变换，可用一元多项式函数变换经过多次函数变换来 

完成。对任意一多元多项式函数可写成 

F—F(xl，z2，⋯ ，Xn)一 (z2，⋯ ，Xn)硝 + 一1(z2，⋯ ， 

Xn)硝 +⋯+fo(z2，⋯，Xn) (16) 

其中，我们把变元 z 看作主变元，进一步作以下变换可得到 

F=F(xl，z2，⋯，z )一 (z1，z2，⋯， )一 一 F(x／ ， 

z2，⋯ ，z ) (17) 

这样，可对任意一多元多项式函数都可归结为首项系数 

为 1的一元多项式函数变换的情形，同样可设计出式(16)所 

对应的泛函网络拓扑结构 ，参照以上证明过程，可得到类似的 

结论。 

结束语 本文利用线性代数相关的知识，用构造性方法 

证明：对于给定的r阶多项式函数，可以具体地构造出一个三 

层泛函网络，以任意精度逼近该多项式 ，所构造的网络的中间 

神经元个数仅与多项式基函数的阶数 r有关，并能用 r可表 

达。该文所得结果对于基于多项式基函数的泛函网络逼近任 

意函数类的网络具体构造和逼近方法具有理论指导意义。 
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