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约束三角剖分研究 

陈 羽 王相海 。 

(辽宁师范大学计算机与信息技术学院 大连 116O29) 

(浙江大学CAD~CG国家重点实验室 杭州310027) 

摘 要 约束三角剖分在有限元分析和信息可视化等工程领域具有重要的应用背景，同时是计算几何和计算机辅助 

几何设计的一个热点问题。本文首先对约束三角剖分进行 了分类，然后对其发展及典型算法进行 了分析和讨论，最后 

对约束三角剖分所存在的问题和进一步发展进行 了分析。 
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Abstract Constrained triangulation plays an important part in finite element analysis and information visualization，also 

it is a hotspot problem of computational geometry and computer aided geometric design(CAGD)．This paper first as— 

sorts constrained triangulation，then analyses and discusses its development and representative arithmetic，in the end an— 

alyses the problem and farther development of constrained triangulation． 
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1 引言 

三角剖分问题是计算几何和计算机辅助设计与分析中的 
一 个重要问题，它在有限元分析、信息可视化等应用领域有着 

重要应用，特别在对科学计算和工程分析 中不规则的复杂数 

据场方面，三角剖分网格显示出了较矩形 网格更强的适应能 

力[1j。在实际三角应用中，除了按照某一种最优原则进行三 

角剖分外，通常还要求满足用户所需求的一些约束条件 ，比如 

初始集内有某两点之间的连线必须出现在三角剖分中，等等， 

从而衍生出带约束的三角剖分E2,3]。约束三角剖分具有很强 

的应用背景，比如地学领域 中的山脊线、山谷线 、断裂线等在 

进行地学分析的三角剖分过程中通常需要作为一个约束条 

件，此外 ，约束三角剖分在计算机视觉、表面对象重建、有限元 

分析、公路 CAD技术、机械工件 CAD／CAM 和三维物体模型 

重构等领域具有广泛的应用[4 ]。 

本文首先对约束三角剖分进行了分类，然后对各类约束 

三角剖分的发展情况进行 了分析，特别对一些典型算法进行 

了讨论，最后对约束三角剖分的未来发展情况进行了展望。 

2 约束三角剖分的分类 

设在区域D内，存在不重合的点列{P ，P2，⋯，P )及约 

束线段集合{P P I i， ∈{1，2，⋯，N}}，所谓约束三角剖分是 

指在对{P ，Pz，⋯，P }进行三角剖分所生成的最后的三角网 

格中包含约束线段集合{ P I i， ∈{1，2，⋯，N}}中的每条 

线段[6’ 。这样的约束三角剖分总体上可分为两类，即平面 

约束三角剖分和三维曲面的三角剖分。 

2．1 平面约束三角剖分 

平面约束三角剖分通常还可以分为两类：一类是不明确 

限定边界的约束三角剖分，该类三角剖分大多应用在地理信 

息系统中，初始时给出一系列大量的数据高程点，约束条件为 

在最后的三角剖分中包含诸如等值线 、山谷山脊线等实际地 

理特征线 ，图 1是该类约束三角剖分的一个实际例子_8]。在 

该类三角剖分的实现过程中，通常可以通过一种类似于金字 

塔的结构模型来满足多分辨率的要求，该方案已在虚拟现实 

和电子地图观测中有着非常广泛的应用[9]。另一类是基于限 

定边界的约束三角剖分，该类三角剖分要求在边界范围内进 

行三角剖分，这些边界可以是一个简单的矩形，也可以是诸如 

简单多边形和复杂多边形的一般多边形。此外 ，在多边形的 

内部也可以给出一些约束条件，比如孔洞、卷曲、缠绕等(参见 

图 2)。 

图 i 不明确限定边界的约束剖分实例 

*)本文受辽宁省高等学校优秀人才支持计划(RG0~l1)、辽宁省 自然科学基金(2003205)和辽宁省教育厅科学技术研究项 目(20060486)资 

助。王相海 博士，教授，CCF高级会员，主要研究领域为 cG、CAGD、多媒体信息处理。 
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图 2 限定边界约束剖分图例 

2．2 三维表面的三角剖分 

三角形本身所 固有的特点使得三角剖分被广泛应用于 

3D曲面重构中，比如在 CA GD／ CAD、自由曲面设计 、计算机 

视觉、地学等领域的许多应用中都会应用到曲面的三角剖分。 

该类三角剖分是限制在三维形体的表面上进行，其过程有些 

类似简单多边形的三角剖分。可以运用 Delaunay方法进行 

三角剖分，即在曲面上将满足 Delaunay约束的三角形连接起 

来，该类方法可 以避免曲面的 自交_1 。此外，也可以结合 

Voronoi图进行三角剖分[11．12]，该类方法的弱点是计算量较 

大。除了上述传统方法外，近年来还出现了一种区域增长法， 

即从数据的一点开始，向外逐渐扩散形成三角网格曲面，该类 

算法简单且速度较快[13 1 5]。 

在 3D曲面的重构过程 中，由于用于剖分的数据点之间 

可能存在着一定的数据关系，因此仅考虑三维曲面上某一二 

维多边形内部的约束并不能很好地表达所重构的曲面。此 

外，考虑到三维表面数据点之间形成表面的复杂性，有时需要 

添加更多的约束条件来提高三角剖分的效率，比如在形体表 

面添加一些点来提高三角剖分结果的平整性和光滑性 ；此外， 

在三角剖分的过程中，有时会打破传统的在二维三角剖分中 

的最优三角剖分原则。 

3 约束三角剖分的算法研究 

3．1 平面点集的约束三角剖分 

大多数约束三角剖分都遵循这样一个原则：首先不考虑 

特征约束 ，将数据点用一个足够大的矩形框框起来，并对这些 

数据点进行无约束 Delaunay三角剖分(I)T)。此时的三角网 

格是全局优化的。然后再将特征约束嵌入到这个已有的三角 

网格当中，并运用 Circle等优化准则对其进行优化，最终形成 

有特征约束的三角剖分。特征约束嵌入方法的不同决定了算 

法的优劣性。目前使用较多的是插入算法，即把数据点逐个 

地添加到已有的三角网格当中，冈为这样可以动态地改变三 

角网格数据点的规模。一些典型算法如下[16-18]： 

(1)任意多边形内带特征约束的散列数据的最优三角剖 

分 

／  
／ 

a)最大外接矩形 b)三角网格的变化 图 4 新点插入后三 

图3 角网格的调整 

首先建立包含全体数据点的最大外接矩形 w(Wl W2 

We W4)，把 W剖分为两个初始的大三角形(如图3a)，并将其 

顶点逐个插入其中(如图 3b)。新插入的点 P 的插入将引起 

三角形网格的变化 ，原先的两个大三角形将变成四个新三角 

形。如此插入新点，循环下去，直到所有的数据点被插入完 

毕。下面对新几何点的插入将破坏哪些三角形及如何构造新 

几何点插入后的三角网格进行介绍。 

由图4可知，新点 P 加入后所在的ApoPzP。是必然要删 

掉的。根据外接圆准则，DT网格中每一个三角形的外接圆 

内不存 在 任 何其 它 三 角形 的 顶点。故 此，我们 可 以从 

ApoP。声。出发，利用 DT数据结构记录的相邻关系做树搜索 ， 

可得到 Ap。P P2、Ap P。P ，计算这些三角形的外接圆半径， 

计算点 P 到外接圆圆心距离是否小于该外接圆的半径。若 

是，则待测三角形不满足外接圆准则，应予以删除；否则予以 

保留。把由所有被删除三角形构成的区域称作 p 的“影响 

域”。影响域的多边形边界上每一个顶点与新点 满足所谓 

“点可见性”，即这些顶点与 P 的连线完全位于影响域内。只 

需将 p 与影响域边界封闭多边形之顶点逐个相连，便得到新 

的 DT网格，并且该网格无论局部还是全局均满足 DT特性。 

现在我们得到了包含全部几何点的 DT网络。接下来需 

要把约束特征，包括有向折线和封闭多边形，嵌入到 DT网格 

中。类似 DT构造时点插入的情况(参见图 5)，P P，的嵌入 

只破坏影响域内(在这里很显然所有与 P P，相交的三角形都 

需要删除，这些三角形即为影响域)的三角形 ，所以 P P，嵌入 

与影响域外无关 。删除影响域内的三角形后，加入线段 P 

P，，并构造出影响域内的其他三角形。为保证局部 DT特性 

(实际中插入这 P 声，之后大多会出现狭长三角形，所以需要 

进一步利用 DT特性来局部优化三角网格)，可以采用一种分 

上下两半分别剖分的算法，称作为“(优 + 2)边形对角线交 

换技术-E20]，可以很好地完成 P P，的插入。这种技术是在影 

响域信息(包括影响域内的三角形序列及影响边界顶点序列) 

建立的基础上，先对影响域进行初始剖分。初始剖分是通过 

将“基线”(在这里即为 P P，)两个端点与离基线最近的影响 

域顶点相连。此后，利用圆规则对初始剖分做逐段测试，进行 

局部优化，最后得到除 P P，线段所在的四边形外其余各处 

均满足 DT特性的三角剖分。 

上述算法可以处理大多数情况下出现的复杂特征约束。 

图 5 边的嵌入对“影响域”三角形的调整 

(2)满足全局 Delaunay特性的带特征约束的散乱数据最 

优三角剖分 
一 般在嵌入特征线之后，所得到的三角剖分结果往往不 

是全局最优的，在局部仍然可能会出现狭长的令人不满意的 

结果。为此许多学者进行了研究，在特征线上或者其它地方 

嵌入新的数据点，再对原始数据和新添数据一起进行三角剖 

分，使之满足全局 Delaunay优化[1 。 

文献[20]提出了一种有效的“对半划分增量型附加点插 

入”算法。如图 6a所示 。设 C Cz为特征线，它在 DT网格下 

不被包含，令 Q1为短线 C 和 Cz的中点，将 Q1作为附加点 

插入网格，重新构造新的 DT网格 ，结果如图 6b所示 ，这里线 

段 C Oj和 Q1 c2将作为特征线 C c2的两个分段，它们将分 

别被测试，看是否被新的 DT网格所包含(即将 Q1作为一个 
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新的数据点插入到原来的 DT网格当中，检验 C Q1和 Q1 C2 

是否满足 DT特性)。图 6b中的 C Q1已被包含。而 Q1 

未被包含 ，然后，未被包含的 Q1 将被进一步划分 ，把 中点 

Q2插入网格。类似的步骤一直进行下去，直到所有的分段均 

被包含在三角网格当中，如图 6c所示。待全部完成以后，尽 

管特征线 被重新进行 了分段 ，但 最后 的结果 可满足全 局 

Delaunay优化特性。 

a)用 q 对半划分特征线 白 b)特征线 c1q 被包含 c)用Q 对半剖分 q c2 

图 6 

(3)无边界的约束三角剖分 

此类算法由于并不限定边界，因此它在用三角形描述具 

体二维图形时用处不是很大，但是在地理地形应用领域中，因 

为要针对数量庞大的数据点，而且不需要边界，只需在全部的 

数据点外套一个矩形(实际上在一定意义上也可将该大矩形 

视为边界)即可 。此类算法应多注意适用性、简洁性和实现的 

高速性。算法较有边界的三角剖分并无本质不同，在此不再 

赘述。 

3．2 三维曲面点集的约束三角剖分 

曲面剖分通常有两种方法 ：其一是将点投影到某一平面， 

运用平面的三角剖分算法完成剖分，而三维点间拓扑关系不 

变。这种方法将三维问题转化为平面问题，可称为平面投影 

法。其二是直接由三维点来构造剖分，称为直接剖分法。通 

常有两种类型：第一类是三角剖分 T 的顶点就是所给点集 

P，不改变原点集的拓扑结构，实质是对 P的线性插值；另外 
一 类是在一定的误差范围内用剖分 T来逼近曲面，这时 T的 

顶点在数量和位置上均不同于原点集 。 

3．2．1 平 面投影 法 

平面投影法就是将三维点投影到某平面，如 XY平面 ，然 

后对投影点集做平面域的三角剖分，最终形成的曲面三角剖 

分的点间连接关系与相应的投影点间的连接关系相同。这种 

方法的实质是平面域的三角剖分，可以遵循早期 Delaunay三 

角剖分的各种准则：最小内角最大原则 、最大空圆原则等。关 

于 DT的算法实现有很多，大致分为以下两大类 ：一类是增量 

算法，每一步增加一点，直至点集为空，常用的有 Lawson算 

法[22]、Green2Sibson算法 、Bowyer算法 、Cline2Renka 

算法嘲 、 s算法[26]、Watson算法 、F-P算法跚 等，其中 

部分算法详见文献[29]。另一类为分治算法，该算法基于分 

而治之的思想，每次将点集分为规模相当的两个子集 ，分别进 

行递归实现，最后拼合，目前较好的有 DeWall算法[30]。 

此类算法先将点投影到二维平面上，在二维平面上利用 

DT准则进行剖分，剖分结束之后在保持拓扑结构不变的基 

础上再投影到三维形体上。二维平面的三角剖分不必赘述， 

此类算法由于在二维平面上剖分，不能充分考虑到三维表面 

上的约束。随着三维数据容量的逐渐加大以及计算机性能的 

提高，这种算法不能很好地解决复杂情况下的拓扑关系，因此 

具有一定的局限性。 

3．2．2 直接剖分算法 

与平面投影法不同，直接剖分算法是直接根据三维散乱 
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点来构造三角剖分，同时保持原有的三维拓扑关系不变。此 

类算法中较为典型的要数Choi提出的增量算法_3 。后来的 

学者多根据此算法进行一些修改来提高效率，该算法的简要 

过程如下： 

Stepl 预处理 

首先确定一点 ，使从 P【、点能够看到所有的散乱点，并 

做一过 的轴 u；对所有点做变换 —V ，其 中 V 一 P 一 

；按 与 U的夹角大小 ，将 V 升序排列。 

Step2 三角剖分 

(1)初始三角剖分 

最初的剖分是从 V1，v2开始，首先得到边 V v2，接着从 

V。开始逐点搜索，若共面则继续搜索，直至找到一不与前面 

点共面的顶点，连接此点与前面所有点从而构成初始剖分，如 

图 7a所示(图中点 l一4共面，5与它们不共面)。 

(2)剖分主过程 

当下一个新点 N插入时，搜索 N 的所有可见点并确定 

最左可见点 lvn(V{)和最右可见点 rvn(V4)；构造一个三角 

形，它的顶点是 N ，lvn和 lvn的下一点(图 7b中的△Ve、，3 

V )。若此时边界非凸，则继续从此非凸点开始与其下一点 

和 N点构造三角形 (图 7c中△V Vz)，并删去该非凸点， 

直至边界为凸(参见图7d)。每处理完一个点，就将此点从点 

集中删除；若点集为空，则停止 ，否则转到本过程的开始。 

Step3 轨迹生成。 

Step4 边界剪裁。 

图7 三角剖分的过程图示 

三维曲面重构的多分辨率模型一直是人们关注的问题， 

三角剖分网格为三维表面的多分辨率显示提供了一种重要途 

径。实现这一多分辨率模型的一种方法是通过对每一个三维 

数据点赋予一个“重要度”参数来实现。在得到用户的分辨率 

要求后 ，可通过删除一些“不重要”数据点(tg可以理解为点的 

合并)来简化重构模型并可动态执行~32,33]。此外，三维曲面 

的三角剖分在医学 CT，MRI图像重建以及地学地表可视化 

等领域 有着 广泛 的应用，比如 由二维 轮 廓重 构 三维 形 

体_3 36]、人脸特征重构[37-39]、任意三维形体重构、简化[40．41] 

等。由于三维数据的复杂多变性，需要做的工作很多。目前 

这一类的算法主要集中在三角剖分准则的确定(目前尚不存 

在统一的准则)、保持三维形体表面原型及光滑平整性、三维 

数据的存储及读取等方面。 

结束语 通过对约束三角剖分算法的研究和分析 ，我们 

认为今后该领域以下各方面的研究将受到重视： 

(1)尽管 目前已出现了很多有关约束三角剖分的算法， 

但大多对某一“特定的约束”进行的、对于不连续界面情况，比 

一 ． 一 ～≥ 
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如山脊线、陡坎、岛区、断层等还没有一种通用实用、成熟的算 

法及数学模型来真实表达地物。 

(2)所有的DT均是对矢量结构的三角剖分，而实际上 

也可对栅格影像数据进行三角剖分，这就是基于数学形态学 

的DT三角剖分。这种方法可建立和栅格影像数据相对应的 

DT。基于数学形态学的DT可减少许多矢量方法的操作，还 

可进行并行处理并提高三角剖分的效率[4。 。目前有关这 

方面的许多性质还有待进一步研究。 

(3)大多数三角剖分算法都事先忽略一个问题，那就是 

退化。退化是指在计算机计算过程中由于很小的误差而导致 

计算失败_4 ，特别是对大规模数据点进行剖分时这个问题尤 

为突出，这在很大程度上影响了算法的健壮性l_4 ，在这方面 

的研究还需进一步加强。 

(4)三角剖分在 3D曲面构造方面有着广泛的应用。由 

于为了保证三维实体表面的平整和光滑性 ，需要在原有数据 

点的基础上添加更多的数据点。多种数学工具的有机结合可 

能会在这一领域有着更好的发展，这也是一个非常值得研究 

的问题。 
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