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命令的指称语义在谓词域上的一种表示 
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(华东理工大学计算机科学与工程系 上海200237) (宁夏大学数学计算机学院 银川750021) 

摘 要 文中讨论了谓词转换器和状态转换器之间的对应关系，将谓词t4-~Sg作为命令的指称，刻画了IMP语言命 

令的指称语义，并证明与状态转换器形式的指称语义是等价的。 
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Abstract The corresponding relation between predicate transformers and state transform ers has been studied．We treat 

the imperative denotations as predicate transform ers to specify the denotational semantics of programming language 

IMP ，and pred icate transform ers sema ntics has been demonstrated to agree with state transform ers semantics． 
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1 引言 

形式语义学的研究大致可分为 4个分支：操作语义、指称 

语义、公理语义和代数语义。指称语义学以域论为核心，具有 

坚实的数学基础，被公认为标准的形式语义学，在域论的研究 

方面成果显著_】-3]。与此同时，形式语义学各分支的研究是相 

互融合的，不同的语义类型往往是高度依赖的。例如，正确地 

实现一个程序设计语言的主要依据是指称语义的描述，其次 

需要证明其操作语义与指称语义是一致的，这称之为完全抽 

象问题 4 ；另一方面，论证公理语义证明系统的正确性必须 

依靠基本的指称语义或操作语义。公理语义以程序逻辑为基 

础，Hoare逻辑是经典的程序逻辑，利用最弱(宽容)前置条件 

(wp，weakest precondition；wlp，weakest liberal precondi— 

tion) 5]可以证明 Hoare逻辑的相对完备性 6]。最弱(宽容)前 

置条件以及谓词转换器语义的进一步研究还应用了拓扑方 

法[3 ，8]。最常见命令的指称语义表示是状态转换器形式。而 

采用外延描述方法，一个最弱(宽容)前置条件就是满足某一 

性质的状态集合。本文的主要 目的是以 IMP为对象语言，将 

谓词转换器作为命令的指称，并证明它与状态转换器对语义 

的刻画是一致的，表明公理语义与指称语义具有一种紧密的 

内在联系。 

2 基本数学概念 

定义 1．1 若集合 P上的二元关系E满足： 

(i)自反性：V pE P．pc
_

P， 

(ii)传递性：V夕，q，rEP．Pc_q~qEr Er， 

(iii)反对称性：V ，qEP．Pc_q~q E户 一q， 

则称集合 (P，E)是一个偏序(P0)。 

定义 1．2 对偏序 (P，E)和子集 X P，称 P是 X 的上 

界当且仅当q∈X．q ；称 P是 x的最小上界当且仅当 

(i)p是 X的上界，且 

(ii)对 X的所有上界q，有 PV-q。 

最小上界也记为U X。 

定义 1．3 设 (P，E)是 PO，(P，E)是一个全序当且仅 

当Vz，yE P．z[y或Yrz。全序也称线序。 

定义 1．4 设(P，E)是 PO，子集 XcP，若 X是关系[下 

的一个全序，则称x是集合P中的一个链。设 x一{ I ∈ 

}， 为自然数集，则 X是一个 递增链dord。v-⋯v- v-⋯， 

简称为 链。 

定义 1．5 设(P，[尸)是 PO。若 P的所有的 链 { I 

∈ }在 P中都有最小上界u< InE )，记为 ∈ d ，则称 

(P， )是完全偏序(CPO)。 

如果 (P，[尸)有最小元上P(称为底)，则 (P，U_v)是含底 

的 CPO，也称为域。 

在上下文清楚时，有时把完全偏序 (P，E )简记为 P或 

[{把底元素简记为上。 

定义 1．6 设 X是一个集合 ，以恒等关系 Idx为偏序的 

集合(X，Idx)是一个 CPO，称为离散 CPO，该集合的每一个 

元素构成一个链，称为常链 ，每一元素本身也是链的最小上 

界 。 

定义 1．7 设(D，[D)和(E，EE)是 CPO，函数 厂：D—E 

是单调的当且仅当 

V d，d ∈19．d[-Dd =》厂( )[Ef(d ) 

函数 厂是连续的当且仅当厂是单调的且对(D， )中所有 

链 do[-Dd1 UD⋯V-Dd [D⋯有 

U 厂( )一 厂(Ud ) 

*)国家自然科学基金资助项目(60373075)；教育部科学技术研究重点基金资助项 目(01077)；中科院计算机科学重点实验室基金资助项目 

(SYSKF0305)；上海市科学技术委员会科研计划项 目资助(045115006)；宁夏自然科学基金项目(NZ0725)。丁志义 副教授，博士生，主要研究 

方向为软件形式化方法和形式语言理论；李全德 硕士研究生，主要研究方向为软件验证方法 ；宋国新 教授 ，博士生导师，主要研究方向为软 
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定义 1．8 设 (D，E)是 CPO，．厂：D—D是连续函数，D 

中满足函数方程 f( )一d的元素 d称为 厂的一个不动点。 

若对 厂的任一不动点 均有d r- ，则 d是 厂的最小不动点。 

定理 1．1【6 (Tarski最小不动点定理) 设函数 厂： +D 

是含底完全偏序(D，E)上的连续函数，定义 fix(厂)一uf 

(-L)，则 fix(f)是 厂的最小不动点。 

3 状态转换器 

3．1 I 语言的语法 

IMP语言_6 有 3个语法范畴： 

1)算术表达式 AExp，其元素为 口，口。，口 ” 

2)布尔表达式 BExp，其元素为 6，6o，b ·· 

3)命令 Com，其元素为f．f0．fl，⋯ 
一 个 IMP程序就是 Com中的一个命令。设 Var是变量 

的可数集，其元素为 ， 。， ⋯；设Z为整数集，用 ， o， ⋯ 

表示Z的元素 ；用整数常量符号 表示整数 。 

IMP的语法用 BNF表示为 

AExp：：一 l l(口o o口1) 

BExp：：一truel falsel(口0o口1)l(b0 61)l一6 

Corn：：一skiplz：：口l(c。；C1)l(if b then e]se f1)l(while b 

do f) 

o：：一+l—l× 

o：：一≤ l一 

：：一^l V 

3．2 状态转换器的一些性质 

IMP的一个命令指称状态集∑ Var--~Z上的一个部分 

函数 厂：∑一 ∑，即C(c) d．厂(d)，状 态集 ∑在恒等关系 

∑ ∈∑．d下构成 一个 离散完全偏序。若 在 (∑ ， 

Id∑j)中加入底元素-L(-L旺∑)，使得 Vd∈∑．-L[d，则 

(∑j_， ∑j_)是一个含底的离散CPO，也称为平坦域。从计算 

的直观角度看，-L表示 厂( )无定义的状态，即信息为空的状 

态 。 

给一个 CPO加入底元素上后得到一个含底的 CPO，这 

种构造方法称为提升，可用多种方法定义一个提升函数L_j： 

∑一∑I，只要求底元素-L和函娄女L_j满足以下性质 ： 

V d，面，d1∈∑．L面j—L dl j 面一d1，且-L dj 

因此，提升后的完全偏序为∑J一{L dj{d∈∑)U{-L}。 

定义 2．1 设∑是一个 CPO，则提升后的完全偏序∑ 

可定义为：d 。[d l当且仅当 

(d 0：-L)或( 面，d1∈∑．d o—L面j&d l—L d1 j&d o 

Ed1) 

显然，函娄殳L—J：∑一∑_L是连续的。 

定理 2．1 部分函数集合∑一∑与全函数集合∑一∑ 

是一一对应的。 

证明：首先定义映射 中：(∑一∑)一(∑一∑ )为 

{ ‘ 对某～ 定义 
然后证明 中是双射的。 

先证 中是单射的。设 厂 ， ：∑一∑是两个部分函数，且 

^≠ ，则必存在某个 ∈∑，使得 f ( )≠ ( )。再由函 

数的性质得 ：L fl( )J亍 f2( )j，故 中(f1)≠ 中( )。 

再证 中是满射的。对任一全函数 g：∑一∑_L，可构造 厂 

如下 ： 

， 、 
f ， 若 g( )一L J，其中 ∈∑ 

一I未定义，若g( )一上 
显然，厂是∑一∑的一个部分函数，且 中(厂)一 g，故 中 
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是满射的。 

定义 2．2 设 f，g：∑一 ∑L，定义 f r-g当且仅当V ∈ 

∑。厂( )Eg(口)，即函数厂和g具有点式序。 

定理 2．2 函数 f，g：∑一∑__的点式序对应着相应部分 

函数／，g ：∑一∑的包含次序，即厂Eg当且仅当f g 当 

且仅当Dom(f ) Dom(g )&V ∈Dora(厂)。厂( )一g 

( )。其中Dom(f )和 Dom(g )分别是部分函数 和g 的定 

义域。 

证明：根据定义 2．2和定理 2．1可证。 

点式序刻画了函数的“全性”，若 f r-g，则说明函数 g比 

厂更“全”。点式序下函数链的最小上界即是一个完全函数。 

部分函数集∑一∑上的包含关系 构成一个 CPO，完全 函数 

集∑一 ∑ 的点式序也构成一个 CPO，其函数链 [̂ [⋯ 

[⋯的最小上界U f 与(∑一 ∑， )上的最小上界 ∈ 

厂 相对应。 

定理2．3 f：∑一∑』_是连续函数，即厂( ∈ )一 ∈ f 

( )，其中d∈∑。 

证明：(∑，Id )是离散 CPO，故有V ∈∑。U= ，所以 厂 

(U )=1 1厂( )。 

若 厂( )一-L，则u厂( )一-L一厂( )一厂(U )； 

若 厂( )=L j，则U厂( )=L j-=L j：厂( )一厂(U )， 

故 厂是连续的。 

定义2．3 设 厂：∑一 ∑ 是连续函数，定义函数(厂) ： 

∑ 一 ∑．如下： 

( ( 』 ，喜三 ∑’ _L I上
， 匕 

即 (厂) 是 厂的一个扩充，是严格连续的，(厂) 也记作 。 

^ 是严格函数是因为 ^ (-L)一-L。不难证明 几 也是 

连续函数。这样 ，∑ 一 ∑j_就是∑ 一∑ 中的所有严格连 

续函数构成的集合，同时∑』_一__∑上仍具有点式序。 

定义 2．4 ∑j— I∑!的所有函数按点式序可构成一个 

完全偏序，称为函数空间，记作 [∑ 一 ∑j_]，其底元素为 

-L[∑．一 ∑ ]，即值 恒为-L的常函数，对任一 d∈∑_L均有 

-L[∑一 ∑](d)=-L。[∑j_一 ∑j_]中的函数链 Ê E 
⋯ [ [⋯( ∈ )按点式序排列，链 的最小上界 ∈ f 在点 

式序下是存在的，即对任一 d∈∑】，有 

( n)(d)一 ‘ (d)) 

为证明 ∈ 厂 的连续性，需要以下引理 ： 

引理[5] 设 ． ( ， ∈ )是完全偏序 E的元素，当 ≤ 

& ≤ 时有 en,m巳 ， ，则集合{ ， l ， ∈ }的最小上界 

Lk， ∈ ， ：L ∈ (L ∈ e⋯ )一L ∈ (L ∈ e ， )一LJ2∈ e ， 。 

定理2．4 函数空间[∑j_一__∑J_]中点式序下的函数链 

{ J ∈ }的最小上界 ∈ f 是连续函数。 

证明：对任一 d∈∑ ，有 

( ) m)一 ( ))一 ‘ ‘ ) 

一

m 

‘ ( ))一 ( ) )) 
∈ ∈ ∈ t 

IMP语言的命令可抽象地表示 为一个 函数 厂：∑一_L 

∑__，因为∑一 ∑，∑一 ∑__和∑_L一上∑j_是一一对应的。这 

样的函数称为状态转换器，所有的状态转换器按点式序可构 

成含底的 CPO，与状态集合上的部分函数按点式序下的 CPO 

同构。 

3．3 I 语言的指称语义 

IMP语言指称语义的定义要用到状态集∑=Var-~Z，各 

语法范畴对象的指称为 

AⅡ口口∈∑— Z 
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B Ⅱ E∑—，{TRUE，FALSE) 

C f E∑一 ∑ 

IMP语言的指称语义是归纳定义的。对算术表达式 

A ∈∑ · 

A Ⅱ ( ) 

A no o a1 A no oA Ca1] 

对布尔表达式 

B true TRUE 

BⅡfalse FALSE 

B ∞o 1 A ∞ oA ∞ 

B 6o 6 B 6o 固 B 6 

BⅡ—·6 cr if BⅡ6 then FAL SE else TRUE 

对命令 

C skip 

C ： [A ] 

c~if b then co else o {星 

c 。 士 
函数 厂f：(D—E )一(D— )定义为 

fL≤ z．if z— then elsef(x) 

则 

CⅡ ；Cl C fl j_(C 印 ) 

C~while b do f if B Ⅱ6 then C gc；while b do f 

else 

— if B Ⅱ thenC~while b do f }(C 

f )else 

定义连续函数 

awe∑一 ∑j_．aaE ∑．if B Ⅱ6 o-then (c gc~a) 

else 

取命令 while b do c的指称为 r的最小不动点，即 

C~while b do f 一fix( 

其中fix：[(∑一∑』)一(∑一∑』)]一(∑一∑』)是求取最 

小不动点的算子。 

4 谓词转换器 

Dijkstra把命令的语义规定为谓词转换器[5]，认为满足 
一 个命令的后置谓词当且仅当满足该命令关于其后置条件的 

最弱宽容前置条件，最弱宽容前置条件可定义为 

wlp (c，B)一<dE∑!I CⅡc } B} 

其中 cECom，B为断言语句表示 的谓词 ，J是解 释。对 于 

Hoare部分正确性断言{A}c{B}有 

} {A}c{B}当且仅当 } A=>wlp (f，B) 

按照这一概念，一个部分正确性谓词就可表示为 ∑j的一个 

子集。Pred(∑)定义如下 ： 

Pred(∑)一{Q三∑j_&J_∈Q} 

从信息处理的直观角度来看，当命令执行能够终止，则由 

命令的格局给出的更多的终态信息包含在一个更小的集合 

里。因此，谓词集合上的反包含关系 就构成一个部分正确 

性谓词的完全偏序(Pred(∑)， )。其中，对应信息量最小的 

为底元素J_Pred一∑U{J_}。对任意部分正确性谓词 B，均有 

J_}B。这样，就可以定义(Pred(∑)， )上的连续函数—— 

谓词转换器。 

定义 3．1 对 Q1，Q EPred(∑)，定义偏序关系[为：Q1 

[Q 当且仅当Q1 Q2，这样uQ 一 nQ 。 

定义 3．2 设 厂：∑一 ∑』是状态转换器。函数 厂； 

Pred(∑)--~Pred(∑)定义为 

( 厂)(Q)一{aE∑I厂( )EQ}U{J_}一(f- Q)U{J_} 

由指称语义可知命令 c的指称 CⅡc ：∑一 ∑』是一个状 

态转换器 ，根据最弱前置条件的结构 ，由定义 3．2容易确定下 

式是成立的： 

(W (C f ))(B )一 (f，B) 

其中B是任一断言，J是解释。 

定理3．1 设 ST兰兰三[∑j_一上∑』]，P丁三三三[Pred(∑)一 

Pred(∑)]，则 

(i)W ：S卜 l P丁且 w 是连续的； 

(ii)W (Id2．)一J P (∑)； 

(1il)W(f。g)一(w g)。(w _厂)； 

( )Wf—Wf。 f—f。 

证明：由前面的论述可知[∑一∑』]与[∑』一』∑』]同 

构，其中的任意函数都连续且一一对应。 

(i)由定义 3．2，(w _厂)Q一{aE∑l厂( )EQ}U{J_}一 

{aE∑』I厂_( )EQ}，故 WES 一』P丁。 

(w(J_∑ 1∑ ))(Q)一{ ∈∑』l J_[∑1 I∑1]( )一J_ 

∈Q}一∑U{J_}一J_ ，故 w 是严格函数。 

对任一 QEPred(∑)，由连续函数的定义 ，以及点式序刻画的 

函数的“全性”和谓词递增链刻画的状态集合的反包含关系， 

有下式成立 ： 

(w( ))(Q)一{ ∈∑j_I( )( )EQ) 
一 n{aE∑j_I ( )EQ) 

一U {aE∑l l ( )EQ) 

一 U((w f )Q) 

一 (Lj(W ))Q 

即 W(L_k∈ f )一L_k∈ w( )，W 是连续的。 ， 

(ii)对任一 QEPred(∑)，有 

W(Idz )(Q)一{ ∈∑l Idz．( )EQ)U{j_) 

一Q—J Prd(∑)(Q) 

(iii)因为 _厂是严格连续函数，对任一 QEPred(∑)，有 

(w(f。g))(Q)一((f。g) Q)U{J_) 

一((g 。厂 )Q)U{J_) 

一(g (厂 Q))U{J_) 
一

w ((厂 Q)) 

一(w 。w_厂)(Q) 

(iv)已知厂，厂是∑』上的两个严格连续函数，且 W 厂一 

w _厂 ，即对任一 QEPred(∑)，有 

{aE∑』I厂( )EQ}一{aE∑I l厂( )∈Q} (1) 

采用反证法。假设 厂≠厂，即对某一 E∑』有f(a )≠ 

厂( )。由于厂，厂均为严格函数，即厂(J_)一厂(J_)一J_，故 

必有 ≠J_。现令 Q一{J_}，则(1)式为 

{aE∑』I厂( )一J_}一{aE∑上I厂( )一J_}一s 

若 ES，则立即有厂( )一J一一厂( )，与厂( )≠_厂( ) 

矛盾。 

若 S，则f(a )一 ≠J_，厂( )一 ≠J_，且 ≠ 。 
令 Q，一{ ，J_}则 

{aE∑』I厂( )E Q，}一(w厂)Q，一{aE∑j_I厂( )∈Q，} 

显然， E{aE∑』I厂( )E Q，}，而 {aE∑』I厂( )E Q，}， 

与W{≠W{ 为霭 

由以上两方面，厂一厂得证。 

5 谓词转换器作为命令的指称 

上面讨论了谓词的完全偏序(Pred(∑)， )和谓词转换 
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器的完全偏序[Pred(∑)~Pred(∑)]。 

为了用谓词转换器来表示 IMP命令的指称语义，首先需 

要定义语义函数 t：Com~PT。 

定义 4．1 语义函数 t：Com~PT定义为 

tEskipl3Q—Q 

x：一a Q={aEA∑．jaEAEa~a／X2∈Q} 

tEc0；c1口Q： t Ec。口( t Ecl口Q) 

if b then c0 else cl Q一( N t f0 Q)U(一6n t 

Ec1 Q) 

其中，对任意的布尔表达式 b，有 一{ f 一上or EbJ) -二 

true} 

tEwhile b do f口一 (G) 

其中，函数 G：P丁一 P丁定义为 G( )(Q)-二( N PtⅡf口(P 

(Q)))U(一6n Q)。由定理 1．1和谓词的逆包含关系，有 

fix(G)一 (上prM(E))。二N
—

G (J-pred(E)) 

定理 4．1 令G：PT~,'PT，且 G( )(Q)=(6N tEf (p 

(Q)))U(一6nQ)，则有以下性质成立： 

(i)G是连续的； 

(jj)对任意的命令c，有W(cⅡf )一 fⅡf目； 

(iii)C f ：C Ec 口当且仅当PtEcl3= t Ec 口。 

证明：(i)对任一 Q∈Pred(∑)，有 

G(LI P )(Q)一GN f口((_u P )(Q)))U(一6nQ) 

一(bN f ( ( (Q))))U(一6nQ) 

一 ( N(U reck(P (Q))))U(-,hNQ) 

一(6N(N f (A(Q))))U(一6nQ) 

一

N(G(P )(Q)) 
ic- 

=U (G(P )(Q)) 

所以，G是连续的。 

(ii)由 t和 w 的定义，施结构归纳于命令 c证明如下： 

c~skip：对任一 QEPred(∑)，有 

W(cEskipl3__)Q一{aE∑__aEQ}一Q一 tEskipl3O 

f三X：a：对任一 QEPred(∑)，有 

w( X：=a )Q一{aE∑ jCⅡX：一n口 ∈Q} 

一 { ∈∑J_l [AⅡn ／x]∈Q} 

= tEX：=n口Q 

f兰f0；c1：归纳假设为W(dc0 口)且 w(CⅡf 一)一 

ticl 。对任一 Q∈Pred(∑)，有 

W(C~c0；c1 j)Q =W (CⅡf1口_L。CEco )Q 

一 (W(C[co __)。W(C~cl __))Q 

一( 。 f1 )Q 

一 tic0；c1口Q 

f；if b then c0 else c1：归纳假设为：W(CEco __)一 tic ， 

且 w(CⅡc Ⅱ1)一 flⅡ。对任一状态 ∈∑有 

f cb ， if Ⅱ6 一TRUE 

cⅡif b then co else f1卫__ 一 Gl!Cl ， if弼 6 一FAj5E 

l上， 讧 一上 
此时，对任一 QEPred(∑)，有 

w(CⅡif b then c0 else cl )Q一{aE∑j CⅡif b then 

else c1口 ∈Q}U{J-} 
一 {aE∑j Ⅱ6 ：TPUE& CⅡf。 ∈Q}U{上}U 

{ ∈∑{凹ffb1]a=FALSE&CⅡ ∈Q}U{上} 

一(bN({ E∑jC Ec。 ∈Q}U{上}))U 

(一6n({aE∑jC Ec1 ∈Q}U{上})) 

· 160 · 

一 (6n(w(C 口 )Q))U(一6n(w( f __ )Q)) 

一(bN t Eco Q)U(— 6n tⅡf】 Q) 

一 tⅡjf b then else fl Q 

c~while b do c：将命令 while b do c简记为训。由于 c 

Ⅱ训 一CIif b then f；训else skip~，因此，对任一 Q∈Pred(∑)， 

有 

W (C Ⅱ训 【)Q—W(CⅡif b then c；训 else skip~j)Q 

= t 8if b then f：训 else skip~O 

一(6N tⅡf；训口Q)U(— 6n tⅡskip口Q) 

-二 (6n tⅡf ( tⅡ训 Q))U(一6nQ) 
一 G( tⅡ训 )(Q) 

一 tⅡ训口Q 

(iii)注意到 

c c =={互 ’ f Cc E c ~~ a =：／：=上2_ 
充分性：由定理 3．1，有 

tⅡf 一 t EC W (cEc~]J W (CⅡc 口 ) cⅡf 

CⅡf j CⅡf口一C Ec 

必要性： 

tⅡf ≠ t Ic W(CⅡf口1)≠W(C Ec ) 

Q∈Pred(∑)．W (CⅡfD；)(Q)≠W (C~c ) 

(Q) 

∈∑．C f ≠CⅡf 

∈∑ ．CⅡf口 ≠C f 口 

c f ≠ CIc 

结束语 本文对传统的表示命令指称的状态转换器进行 

了较深入的讨论。在此基础上，以 IMP语言的对象语言，在 

IMP语言的指称语义描述方面引入了一类 wlp域上的连续 

函数——谓词转换器以及谓词转换器空间，采用域论的一些 

研究方法 ，论证了状态转换器和谓词转换器的对应关系。研 

究结果表明，谓词转换器和状态转换器所刻画的对象语言的 

指称语义是等价的，从而揭示了公理语义和指称语义之间存 

在的一种紧密的联系。尽管更常用的指称语义是状态转换器 

形式的，而在另一角度上，以上论证的结果可看作是为状态转 

换语义者提供的谓词转换语义。 
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