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谱聚类算法综述 ) 

蔡晓妍 戴冠中 杨黎斌 

(西北工业大学自动化学院 西安 710072) 

摘 要 谱聚类算法是近年来国际上机器学习领域的一个新的研究热点。谱聚类算法建立在谱图理论基础上，与传 

统的聚类算法相比，它具有能在任意形状的样本空间上聚类且收敛于全局最优解的优点。本文首先介绍了图论方法 

用于聚类的基本理论，然后根据图划分准则对谱聚类算法进行分类，着重阐述了各类中的典型算法，并对算法进行了 

比较分析 ，最后进行总结并提出了几个有价值的研究方向。 
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Abstract Spectral clustering algorithms are newly developing technique in recent years．Unlike the traditional cluste— 

ring algorithms，these apply spectral graph theory tO solve the clustering of non-convex sphere of sample spaces，SO that 

they can be converged tO global optimal solution．In this paper，the clustering principle based on graph theory is first in— 

troduced,and then spectral clustering algorithm s are categorized according to rules of graph partition，and typical algo— 

rithms are studied emphatically，as well as their advantages and disadvantages are presented in detail．Finally，some val— 

uable directions for further research are proposed． 
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1 引言 

聚类分析是机器学习领域中的一个重要分支[1]，是人们 

认识和探索事物之间内在联系的有效手段。所谓聚类(clus— 

tering)就是将数据对象分组成为多个类或簇(cluster)，使得 

在同一簇中的对象之间具有较高的相似度，而不 同簇中的对 

象差别较大。传统的聚类算法，如 k-means算法、EM算法等 

都是建立在凸球形的样本空间上，但当样本空间不为凸时，算 

法会陷入局部最优。 

为了能在任意形状的样本空间上聚类，且收敛于全局最 

优解，学者们开始研究一类新型的聚类算法，称为谱聚类算法 

(Spectral Clustering Algorithm )。该算法首先根据给定的样 

本数据集定义一个描述成对数据点相似度的亲合矩阵，并计 

算矩阵的特征值和特征向量，然后选择合适的特征向量聚类 

不同的数据点。谱聚类算法最初用于计算机视觉[3]、VLSI设 

计[4]等领域，最近才开始用于机器学习中[5]，并迅速成为国际 

上机器学习领域的研究热点。 

谱聚类算法建立在图论中的谱图理论基础上，其本质是 

将聚类问题转化为图的最优划分问题，是一种点对聚类算法， 

对数据聚类具有很好的应用前景。但由于其涉及的理论知识 

较多，应用也还处于初级阶段 ，因此国内这方面的研究报道非 

常少。本文作为一篇综述性文章，旨在向读者介绍这种新型 

的聚类算法，使研究人员尽可能详细地总结该领域的研究现 

状。后续篇幅安排如下：第 2部分介绍了图论方法用于聚类 

的基本理论 ；第 3部分根据图划分准则，将谱聚类算法分为两 

类，详细研究了各类中的代表性算法，并对算法进行了比较分 

析；最后对本文进行总结，提出了几个有价值的研究方向。 

2 基本理论 

2．1 图划分准则 

谱聚类算法的思想来源于谱图划分理论[2]。假定将每个 

数据样本看作图中的顶点 V，根据样本间的相似度将顶点间 

的边 E赋权重值w，这样就得到一个基于样本相似度的无向 

加权图 G一(V，E)。那么在图 G中，就可将聚类问题转化为 

在图G上的图划分问题。基于图论的最优划分准则就是使 

划分成的两个子图内部相似度最大，子 图之间的相似度最 

小[5]。划分准则的好坏直接影响到聚类结果的优劣。常见的 

划分准则有 Minimum cut，Average cut，Normalized cut，Min- 

max cut，Ratio cut，MNcut等。下面我们将分别介绍这几种 

准则。 

2．1．1 最小割集准则 ](Minimum cut) 

谱图理论中，将图G划分为A，B两个子图(其中AUB 

—V，AnB一 )的代价函数为： 

cut(A，B) ∑ w(u，口) (1) 

Wu和 Leahy提出最小化上述剪切值来划分图G，这一 

划分准则被称为最小割集准则。他们用这个准则对一些图像 

进行分割，并产生了较好的效果，同时他们也注意到，该准则 

容易出现歪斜(即偏向小区域)分割。Shi和 Malik提出的规 

范割集准则及 Hagen和 Kahng提出的比例割集准则均可避 

免这种情况的发生。 

*)基金项目：国家 863计划资助项目(20O5AA147o3o)。蔡晓妍 博士生，主要研究方向为智能信息处理、网络与信息安全；戴冠中 教授 ，博 

士生导师，主要研究领域为自动控制、信息安全；杨黎斌 博士生，研究方向为网络与信息安全、嵌入式系统。 
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2．1．2 规范割集准则[ ](Normalized cut) 

Shi和 Malik在 2000年根据谱图理论建立了 2-way划分 

的规范割目标函数(Ncut)： 

Ncut(A，_B)一 + 

其中aSSOC(A，v)一 ∑ w(u，￡) (2) 

最小化 Ncut函数被称为规范割集准则。该准则不仅能 

够衡量类内样本间的相似程度，也能衡量类间样本间的相异 

程度。 

Shi和 Malik同时还提出了规范关联目标函数(Nassoc)： 

№  A'B)一 + (3) 

aSSOC(A，A)与 assoc(B，B)分别是子图 A，B内所有顶点 

之间的连接权值之和。这一无偏函数进一步反映了类内样本 

间互相连接的紧密程度。同时，可以看出 Ncut函数与 Nas- 

SOC函数是相关的，它们满足关系：Ncut(A，B)一2一Nassoc 

(A，B)。因此 ，最小化 Ncut函数等价于最大化 Nassoc函数， 

但通常情况下都是通过最小化Ncut函数获取图的最优划分。 

2．1．3 比例割集准则【7](Ratio cut) 

Hagen和 Kahng提出了比例割目标函数(Rcut)： 

￡一 (4) 

其中fAf，f_B1分别表示子图 A，_B中顶点 的个数。最小化 

Rcut函数只考虑了类间相似性最小，减小 了过分割的可能 

性，但运行速度较慢。 

2．1．4 平均割集准则[B_(Average cut) 

平均割目标函数为： 

Avcut(A， + (5) 

可以看出 Avcut和 Ncut函数都表示无向图 G中边界损 

失与分割区域相关性的比值之和，因此最小化 Avcut与 Ncut 

目标函数都能产生较准确的划分。其共同缺点是倾向于欠分 

割且易分割出只包含几个顶点的较小子图。文献[53通过实 

验发现，当把 Normalized cut和 Average cut准则分别用于同 
一 图像的分割问题时，Normalized cut准则能够产生更好的 

划分结果。 

2．1．5 最小最大割集准则[93(Min-max cut) 

最小最大割集准则要求最小化 cut(A，B)的同时，最大化 

assoc(A，A)与assoc(B，B)。该准则可通过最小化下面的 目 

标函数得以实现： 
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我们将这个 目标函数称为最小最大 割函数，或简称为 

Mcut函数。最小化该函数可避免分割出仅包含几个顶点的 

较小子图，因此它倾向于产生平衡割集，但实现速度较慢。 

Mcut与 Ncut一样满足类间样本间的相似度小而类内样本间 

的相似度大的原则，与 Ncut具有相似的行为，但当类间重叠 

较大时，Mcut比 Ncut更加高效。 

2．1．6 多路规范割集准则Do](Muhiway Normalized cut) 

上述五种划分准则所使用的目标函数都是将图 G划分 

为 2个子图的 2-way划分函数，Meila提出一种可以将图 G 

同时划分为k个子图的k-way规范割 目标函数： 

一  + + ．．．+ 

cut(~ ，V—A ) ， 
u  

Melia指出 Ncut和 MNcut的差异之处仅在于所使用的 

谱映射不同，并且当 k一2时，MNcut与Ncut等价。多路规 

范割集准则在实际应用中合理有效，但其优化问题通常难以 

解决。 

2．2 相似矩阵、度矩阵及 Laplacian矩阵 

由于图划分问题的本质，求图划分准则的最优解是一个 

NP难问题。一个很好的求解方法是考虑问’题的连续放松形 

式 ，这样便可将原问题转换成求解相似矩阵或 Laplacian矩阵 

的谱分解，因此将这类方法统称为谱聚类，可以认为谱聚类是 

对图划分准则的逼近[1 。 

相似矩阵通常用 w 或A表示 ，有时也称为亲合矩阵(Af— 

finity Matrix)。该矩阵的定义为： 

wo—exp(一 ) (8) 
厶 

其中S 表示每个数据样本点，d(s ，si)一般取ll S 一品l l ， 为 

事先指定的参数。 

将相似矩阵的每行元素相加，即得到该顶点的度，以所有 

度值为对角元素构成的对角矩阵即为度矩阵，度矩阵常用 D 

表示。 

Laplacian矩阵分为非规范 Laplacian矩阵和规范 Lapla— 

cian矩阵。非规范 Laplacian矩阵表示 为 L—D—W，规范 

Laplacian矩阵有两种形式，分别是： 

L一 = D一专LD一专一 J—D一专WD一专 

L 一D-1L—J—D-1W (9) 

2．3 势函数、Fiedler向量及谱 

势函数 为表示 某样本 划分归属 的指示 向量 (indicator 

vector)，其定义为： 

f 1 q 一1 o 若iEA 若 ∈B (10) 

若最终势函数中某样本对应的值为 1，则该样本属于集 

合 A，若为 0则属于集合 B。但实际划分求解得到的结果 

常为0到 1之间的实数值，此时可用 k均值聚类等方法进一 

步决定样本的归属。 

许多谱聚类算法都将图划分问题转化为求解 Laplacian 

矩阵的第_rid,特征向量问题。这里的第--d,特征向量就是第 

二个最小特征值对应的特征向量 ，它代表了最佳图划分的一 

个解(即势函数)，把这一特征向量称为 Fiedler向量。与特征 

向量(不一定是Fiedler向量)对应的特征值称为谱。 

3 谱聚类算法 

根据不同的准则函数及谱映射方法，谱聚类算法发展了 

很多不同的具体实现方法，但是都可以归纳为下面三个主要 

步骤_】 ]： 

Step1 构建表示样本集的矩阵 Z； 

Step2 通过计算z的前k个特征值与特征向量，构建特 

征向量空间； 

Step3 利用 k-means或其它经典 聚类算法对特征向量 

空间中的特征向量进行聚类。 

上述步骤是谱聚类算法的一个框架，在具体实现过程中， 

不同的算法在数据集矩阵 z的表示上存在着不同。例如根 

据 2-way cut的目标函数 ，Z—w；根据随机游动关系，则 Z— 

D叫w等。划分准则一般分为 2-way和 k-way，本文根据所 

使用的划分准则，将算法分为迭代谱和多路谱两类，并分别讨 

论了各类中典型的谱聚类算法。 
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3．1 迭代谱聚类算法 

3．1．1 PF算法[”] 

Perona和 Freeman提出用相似矩阵 w 的第一个特征向 

进行聚类(本文中第～个特征向量指的是相应矩阵中最大 

特征值 所对应的特征向量)。他们指出对于块对角相似矩 

阵，特征向量 中非零元素对应的点属于同一类，零元素对 

应的点属于另外一类。PF算法作为最简单的谱聚类算法引 

起了学术界的广泛关注，在理论研究和应用方面都有很多论 

文发表。 

3．1．2 SM 算法[ ] 

SM 算法由美国学者 Shi和 Malik在 2000年提出。他们 

指出在约束 ，We一，De一0条件下， 

minNcut(A，B)一 min—xr
—

( D-- 
～

W )x (11) 

将 松弛到连续域[一1，1]，求解 minNcut(A，B)的问题 

就可以转化为下式： 

arg rnin —xr(D斤-- W )x (】2) 

。

—  

’ 

根据 Rayleigh商原理，式(12)的优化问题等于求解下列 

等式的第--&特征值问题 ： 

(D—W )x=2Dx (13) 

与第二小特征值对应的特征向量(即 Fiedler向量)就包 

含了图的划分信息。SM算法描述如下： 

Stepl 通过样本集建立无向加权图G，根据图 G构造矩 

阵W 和 D； 

Step2 计算式 (13)第--4'特征值 及对应的 Fiedler向 

量； 

Step3 根据启发式规则在 Fiedler向量中寻找划分点 i， 

使在该点上得到的 Ncut(A，B)值最小。将 Fiedler向量中大 

于等于该值的点归为一类，小于该值的点归为另一类。 

定义规范相似矩阵为： 

N=D一专WD一吉 

即 N“ ⋯ ) 

根据正规化定理_4]，可以得出矩阵 w 的 Fiedler向量等 

于矩阵 ～的次大与最大特征向量之间的分量方式比值。因 

此，SM算法与 PF算法的不同之处在于：①SM 算法用的是 

规范相似矩阵，而PF算法仅用相似矩阵；②SM算法用的是 

前两个特征向量，而 PF算法只用了第一个特征向量。 

Shi和 Malik同时还提出将 minAvcut的离散形式松弛为 

连续形式进行聚类。但实验表明，SM 算法得出的聚类效果 

要明显好于用 PF算法及最小化 Avcut标准得 到的聚类效 

果 。 

3．1．3 SLH 算法[14j 

SLH重定位算法将相似矩阵 w 和数字 k作为输入 ，并 

通过下面的步骤输出一个新的矩阵 Q： 

Stepl 求矩阵w 的前 k个特征 向量 ,321，⋯，Xk，构造矩 

阵X一[ I，⋯， ]∈R ； 

Step2 将矩阵 X的行向量规范化为单位长度并构造新 

矩阵Q=XXr； 

Step3 根据 Q中的元素聚类相应的点。理想情况下，Q 

( ， )一1表示 i,j两点属于同一类，Q(i， )一O表示 ，J两点 

属于不同类。一般情况下，属于同一类的点对应的 Q(i，J)值 

均接近 1，属于不同类的点对应的 Q( ， )值接近 0。 

· ]6 · 

Weiss提出了一种将 SLH算法和 SM算法相结合的新 

型谱聚类算法[ 。该算法将 SLH算法中的原始相似矩阵w 

用规范相似矩阵N代替。实验表明，此算法能够更加快速地 

产生正确的聚类结果 。 

3．1．4 KVV算法L ] 

Kw 算法与SM算法十分相似，不同之处仅在于SM算 

法是寻找使 Ncut(A，B)值最小的划分点，而 KW 算法则是 

寻找使 Rcut(A，B)值最小的划分点。KW 算法减少了过分 

割的可能性，但算法的运行速度相对较慢。 

3．1．5 Mcut算法[ ] 

Ding根据谱图理论，将(6)式重新写为： 

Mcut一 十 (15) 

对于 2-way划分，令 q为划分指示向量，则： 

一 』。 A (16) ‘ l
— b i∈B 

最小化式(15)可得 

m inMcut(A．B)=m in =~m ird
／ 

~(A，B) 
q q 1 J ＼il，U ， q 

JN(A，B) JN(q)一g (17) 

在约束 ，e—o条件下，将 松弛到连续域[一1，1]，根据 

Rayleigh商原理，(17)式 的优化问题等于求解下式的第二小 

特征值问题 ： 

(D—w) 一 Dx (18) 

因此，将图 G划分为两个子图的 Mcut算法可以简单描 

述如下： 

Stepl 计算(18)式的 Fiedler向量。 

Step2 在 Fiedler向量中，寻找使 Mcut值最小的划分 

点。 

Step3 用基于连接的聚类算法进行优化。 

Kannan将该算法与 SM算法、KW 算法进行了比较，发 

现 Mcut算法能够产生更加平衡的划分结果 ，尤其当类间重 

叠较大时，效果更为明显。 

3．2 多路谱聚类算法 

大部分谱聚类算法都是利用 2-way划分准则迭代地对样 

本数据进行聚类。但是近几年研究发现，若使用更多的特征 

向量并且直接计算 k路分割将会得到更好的聚类效果[17,18]。 

3．2．1 NJW 算法[ 

Ng，Jordan等人选取拉氏矩阵 L 的前k个最大特征值 

对应的特征向量，使其在 空间中构成与原数据一一对应 

的表述，然后在 空间中进行聚类。NJW 算法描述如下： 

Stepl 计算矩阵 L 的前k个最 大特征值所对应 的特 

征向量 ”，Xk(必要时需作正交化处理)，构造矩阵 x一 

[ 一， ]∈ ； 

Step2 将矩阵 X的行 向量转变为单位向量 ，得到矩阵 

Y，即Yo一— 鲁 
气n 

Step3 将矩阵y的每一行看作是R 空间中的一个点， 

对其使用 k均值算法或任意其它经典算法，得到 k个聚类； 

Step4 将数据点 划分到聚类J中，当且仅当 y的第 i 

行被划分到聚类J中。 

选取矩阵 L 的前k个最大特征值所对应特征向量的原 

因在于：对于存在 k个理想的彼此分离簇的有限数据集，可以 
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证明矩阵L 的前k个最大特征值为1，第 忌+1个特征值则 

严格小于 1，二者之间的差距取决于这 k个聚类 的分布情 

况[”]。当聚类内部分布得越密，各聚类间分布得越开时，第 k 

+1个特征值就越小 ，此时，以 y矩阵中的每行作为 k维空间 

中的一个点所形成的k个聚类 ，它们将彼此正交地分布于 k 

维空间中的单位球上，并且在单位球上形成的这 k个聚类对 

应着原空间中所有点形成的k个聚类。 

3．2．2 MS算法[ o] 

Meila将相似性解释为 Markov链 中的随机游动，分析了 

这种随机游动的概率转移矩阵 P=D W 的特征 向量 ，并根 

据随机游动对 MNcut进行了概率解释。在这个解释框架下 

提出了多个特征相似矩阵组合下的谱聚类算法。算法步骤与 

NJw 算法相似，但该算法是用随机游动矩阵 P的前 k个特征 

向量构造矩阵 x，并直接将矩阵 x 中的各行看成 R 空间中 

的各点进行聚类。MS算法在实际应用中取得了一定的效 

果，但当度矩阵 D 中各对角线元素差别较大时，聚类效果较 

差 。 

以上对典型的谱聚类算法进行了概述，表 1为这些算法 

的一个简单比较。 

表 1 典型谱聚类算法的比较 

4 当前的几个热点研究问题 

尽管谱聚类相对于其它聚类方法具有许多优势，并在实 

践中也取得了很好的效果，但它仍有许多亟需研究和解决的 

问题，尤其在下述几个方面 ： 

1)如何构造相似矩阵w ：谱聚类算法中相似矩阵w 的构 

造依赖于相似函数 wd的构造。本文介绍的算法所使用的相 

似函数均由式(8)表示，由于尺度参数 是人为选取的，使得 

该函数带有一定的局限性。文献[193通过反复运行 NJw算 

法来自动确定 的大小，消除了人为因素，却增加了运算时 

间。当前，绝大部分文献中相似矩阵的构造都依赖于领域知 

识，而没有给出通用的规则，系统地研究谱聚类中相似矩阵的 

构造问题将是未来研究的一个热点 。 

2)如何处理特征向量：在应用谱方法进行聚类问题的研 

究中，用多少个特征向量进行聚类，如何选取、计算及使用这 

些特征向量等问题均没有得到很好的理论解释，这些都是未 

来急需解决的问题。 

3)如何 自动确定聚类数目：聚类数目的多少直接影响聚 

类的质量。已有的自动确定聚类数 目的谱聚类算法有：基于 

Rcut的谱聚类算法L2 ，非线性降维(NLDR，nonlinear dimen— 

sionality reduction)算法l2。]和基于距离的启发式方法_2 。但 

用这些算法在一些公共数据集上得出的聚类数和相应的聚类 

结果都不能令人满意_2 。所以，如何自动地确定聚类数目是 
一 个关键的问题，是未来研究的方向。 

4)如何选取 Laplacian矩阵：谱聚类算法所使用的 Lapla— 

cian矩阵有三种形式 (见本文 2．2节)，但这三种形 式 的 

Laplacian矩阵所应用的具体环境还没有得到彻底解决。文 

献[z33提出应首先分析度矩阵 D中各对角线元素d ，若各 

d 大小大致相同，则用这三种形式的 Laplacian矩阵得出的聚 

类结果基本相同；反之，聚类结果也大相径庭。如何根据具体 

环境选择合适的 Laplacian矩阵，我们还需要进行大量的理论 

研究和实验工作。 

5)如何运用到大规模学习问题中：由于谱聚类算法涉及 

求解特征值和特征向量问题 ，计算复杂度较大，不利于进行大 

规模的计算和扩展，因此 ，研究高效、可扩展、适宜大规模学习 

问题的谱聚类算法是我们未来的研究方向。 

结束语 谱聚类算法是聚类分析中一个崭新 的分支，由 

于这种算法不用对数据的全局结构作假设，并且具有识别非 

凸分布聚类的能力，非常适合于许多实际问题 ，因此在短短的 

几年时间内，引起了国际学术界的广泛关注。谱聚类算法的 

研究将极大丰富聚类算法的研究内容，给聚类问题的求解提 

供了新的思路，具有巨大的科研价值和应用潜力。希望通过 

本文介绍 ，使读者对该领域有一个初步的认识 ，并能将此方法 

应用到科学和工程领域中的各种聚类问题中去。 
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