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和与积数迷的符号化模型检测 ) 

骆翔宇 古天龙 董荣胜 

(桂林电子科技大学计算机与控制学院 桂林 541004) 

摘 要 和与积是一个著名的数迷问题。采用公告逻辑对该问题进行建模，将其 Kripke模型符号化表示为多智能体 

有限状态程序，并在其上采用一种基于局部命题解释系统语义的知识逻辑符号化模型检测算法计算该问题的所有解。 

在时态逻辑模型检测器 NuSMV基础上扩展实现 了本文算法，然后在相同实验平台上用动态认知建模5-．具 DEMO对 

该问题进行求解。实验表明，我们的算法不仅结果正确，而且在运行效率上与 DEM()相比占有绝对优势。 
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Abstrdct The Sum-and-Product Riddle iS a famous number puzzle．The riddle iS modeled in a modal logic called public 

announcement logic，which is interpreted on multi—agent Kripke mode1．The model is symbolically represented as a 

multi—agent finite state program．Based on the semantics of the logic，a sym bolic model checking approach tO the riddle 

is developed by using the sym bolic model checking algorithm for logic of knowledge under the semantics of interpreted 

systems with local propositions．The approach is then implemented by extending the model checker NuSMV and in 

which the solution of the riddle iS verified successfully．The riddle iS also verified by using the epistemic model checker 

DEMO in the same experimenta1 environment． The comparison between the experimenta1 results from the two mode1 

checkers show that the running efficiency of our model checking approach is much higher than that of DEMO． 
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1 引言 

和与积问题是一个著名的数字谜题，1969年首次 由 

Freudenthal提出口]。该问题可描述如下： 

J向S和 P说道：我有两个不同的整数 和．)I，它们满足 1< 

，并且x+3~100。我将秘密地把和 十．)I告诉 S，而把积 

一  告诉 P。请你们确定这两个数( ， )是什么。 

J将和与积分别秘密告知 S和 P后，发生如下对话： 

(1)P说 ：“我不知道这两个数”； 

(2)S说：“我早已知道你不知道的这两个数”； 

(3)P说 ：“我现在知道这两个数了”； 

(4)S说：“我现在也知道这两个数了”。 

请问这两个数(z， )是什么? 

从上述对话可看出，智能体 S和 P只是宣告了他们的知 

识或无知，并没有关于数字的信息，因此这些宣告似乎是无用 

的。然而事实并非如此，智能体实际上可从别人的宣告中推 

断出事实。例如，这两个数不可能是 2和 4，因为只有 2和 4 

的积是 8，这样 P可立即推断出这两个数是 2和 4。这两个数 

也不可能是素数，因为两个素数的积是唯一 的，所以 P也可 

根据积立即推断出这两个素数。此外，这两个数也不可能是 

14和 16，因为素数 7和 23的和同样是 30，而素数 7和 23可 

被 P立即推断出。因此，如果这两个数的和是 30，那么 s应 

该认为 P可能知道这两个数。然而 S却说他知道 P不知道 

这两个数。因此这两个数不可能是 14和 16。通过上述推 

断，s和 P可逐步消减那些不可能的数对。最终他们将会推 

出和与积数迷问题的唯一解是(4，13)l2]。 

和与积问题是一种典型的多智能体系统。而分析智能体 

关于其他智能体心智状态的知识，以及通信对智能体知识的 

影响，是解决这类问题的关键所在。动态认知逻辑(Dynamic 

Epistemic Logic ])由多智能体认知逻辑扩展而来，用于研究 

智能体及其群体知识在通信过程 中的演 变。而公告 逻辑 

(Public Announcement Logic)是一种动态认知逻辑，它可描 

述类似和与积问题中的公告动作。Ditmarsch等在文献[4]中 

采用公告逻辑对该问题进行建模，并成功利用动态认知模型 

检测器 DEMC~5]对该问题进行求解。他们宣称利用时态认 

知逻辑的模型检测器(如 MCK和 McMAS)求解该问题的困 

难在于它们不支持在系统描述语言的前置判断条件中直接指 

定认知公式。因此本文将针对这一问题提出一种基于时态认 

知逻辑E62模型检测方法的和与积问题模型检测算法，用于自 

动检测该问题的所有解，而在系统描述语言中不必指定任何 

认知公式。 

本文的目标是将公告逻辑描述的和与积数迷的模型检测 

问题转化为其在时态认知逻辑模型上的模型检测问题。事实 

上，我们在时态认知逻辑的模型检测领域已有一些成果_7 ]， 

其中文献[7]提出的模型检测算法是基于有序二叉判定图 

(OBDD ])的，而文献[8，9]提出的是基于命题可满足性求解 

*)国家自然科学基金(60763004)、广西青年科学基金(D200716)。骆翔字 博士，主研方向包括模型检测、网络安全；古天龙 教授，博士生导 

师；董荣胜 教授。 
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技术(SAT)的。我们基于文献[7]的知识逻辑模型检测方法 

提出了和与积问题的符号化模型检测算法，并在时态逻辑模 

型检测器 NuSMV的开放源码基础上扩展实现。实验结果表 

明了本文方法的正确性，并且比文献[4]中采用认知模型检测 

器 DEMO的方法在运行效率上占有绝对优势。 

2 公告逻辑 

给定一个智能体集合A一{1，⋯， }和原子命题集合 P， 

公告逻辑语言的语法归纳定义如下： 

：一pf— f  ̂f亿 fc f[ 

其中pEP，a∈A和GCmA。公式 表示“智能体 n知道公 

式 ”，公式 表示“公式 是 G 中所有智能体的公共知 

识”，而公式[ 表示“公式 被公告后，公式 成立”。 

我们在Kripke模型 M一[S，V，～ -．，～ ]上解释公告 

逻辑的语义，其中 S是有限状态集合。评价函数 ：P—s给 

出使原子命题 P∈P为 true的状态集合( (p)简写为 )。 

～  ( 一1--- )是认知可达关系。假设智能体 i在状态 S中的 

局部状态是 z ( )，则对于状态 s，S ∈S，s～， 当且仅当 z (s) 

一 ( )，这意味着智能体 i根据它的局部状态不能区别状态 

s和5 。公告逻辑在 M=[S，V，～ ··，～ ]上的语义定义 

如下： 

M，Sl—P当且仅当S∈ ； 

M， l—一 当且仅当M， l≠ ； 

M， l：  ̂当且仅当M， l一 且M， l= ； 

M， l—K 当且仅当对于任意 ∈S，如果 ～ ，则M， 

S l ； 

M， l：C=[； 当且仅当对于任意 ∈S，如果 ～o ，则 

M， l一 ，其中～c是U ∈c～ 的传递闭包； 

M， l一[ 当且仅当M， l 涵 Ml ，sl一 。 

Mf ： <s ，V ，～ 一，～ )也是一个 Kripke模型，其 

中 

S { ∈SlM，Sl一∞}， 
一  

nS 和 
～  一 ～  

n(S ×S )( 一1--- )。 

模态算子[ 的对称算子[ ]语义是：M， l一[ ] 当且 

仅当M， l一 且M l ，s l一 。给定一个模型M和一个 

公式 ，如果对于M中的任一状态 ，均有M， l一 ，则我们 

称 在M上有效(记为Mf一 )。 

3 和与积问题在公告逻辑中的建模 

本节给出和与积问题在公告逻辑中的形式规格。首先要 

确定这个问题的命题变量和智能体集合。令z和．y是两个整 

数，满 足 1< z< ．y 和 z + ．y≤ 100。定 义 J一 

{(z，．y)∈ l1<z< 并且z+．y≤100}。因为 z的最小值 

是 3，所以．y的最大值为 98，我们有 2≤z，．y≤98<2 。由此 

可用 14个命题变量(站，X5，⋯，XO}和(弘，Ys，⋯，．y。}分别对 

z和．y进行二进制编码。我们用符号 E 和E 分别代替表示 

z—i和．y— 的命题公式。例如，如果 z的值是 13，那么可用 

命题公式 E 兰三三一z6̂ 一z5̂ 一z4̂ z3̂ z2̂ 一z1̂ z0进行 

表示。文献[4]用一个命题变量对 或．y的一个值进行编码。 

例如，z一13用命题变量 z。。表示。这样的编码方法需要用 

198个命题变量表示 z和．y的值。与他们的编码方法相比， 

我们的更简洁。 

智能体 -，只是通过宣告来保证智能体 S和 P拥有解决 

这一问题的背景知识，因此我们不考虑 -，的知识。这样，智 

能体集合A一{S，P)。 

命题“S知道这两个数是 4和 13”可表示为 Ks(E  ̂

E )。下面考虑如何将命题“s知道这两个数”表示为公告逻 

辑公式。对于“s知道整数 ”这样的命题，可表示为 

Ks ； ^。≤ ≤6(Ks V Ks—7 ) 

也就是说，s知道所有 的编码变量 。，⋯， 的取值。这 

样，命题“s知道这两个数( ，．y)”可表示为 Ks( ，．y)--=Ks  ̂

Ks．y。同理有命题“P知道这两个数( ，．y)”可表示为K ( ， 

y)=--KP．72̂ Kpy。 

s和P的对话(1)一(4)可依次形式地表示为一KP(z，．y)， 

Ks—KP( ，．y)，KP(z，．y)和 Ks( ，．y 。 

现在，我们可以在 Kripke模型 @三 [J， ，～s，～P]上解释 

上述宣告了，其中 J一{( ，．y)∈ f1<z<．y并且 +．y≤IO0}。 

智能体s的认知可达关系～s定义为： ，．y)～s( ， )当且仅当 

+．y—z + 。智能体 P的认知可达关系～P定义为：( ，．y)～P 

( ， )当且仅当 一 。评价函数 定义为V 一{(z，．y)∈J 

l( 2 )rind 2—1}和 ．

一 {(z，．y)∈Jl(y／2 )rind 2—1}。评价 

函数 依据二进制编码规则定义了在每一全局状态(z，．y)中取 

真值的命题变量集合。 

最后 ，我们可用模型可满足性公式 

@l一[Ks—KP(z，．y)][KP( ，．y)][Ks(z，．y)](E ̂ E ) 

表示数对(4，13)是和与积问题的唯一解。注意，该模型可满 

足性公式没有弓1人 P的宣告(1)。这是因为 s的宣告(2)表 

明 S在系统初始状态就已经知道 P不知道这两个数了，并不 

是在 P发出宣告(1)后才知道的。而且每一宣告都是事实， 

因此 P的宣告(1)是多余的。 

4 符号化模型检测知识 

本文采用我们在文献[7]中提出的基于局部命题的符号 

化模型检测算法。该算法是基于有序二叉判定图(OBDD)设 

计的，很好地缓解了状态爆炸的问题。给定一个 Kripke模型 

M一[s，V，～ ，⋯，～ ]，我们可用一个带 个智能体的有限 

状态程序 P 一 [X， (x)，r(X，X )， ，⋯， ]符号化地表 

示M，其中 
· x一{2／71，⋯，z }是一个命题变量集合，用于编码 M 中 

的状态，即一个状态是 x或其子集的一个真值赋值。这样， 

我们可用 x上的命题公式表示 s及其子集。 
· 初始条件 0是 x上的布尔公式，对系统可能的初始状 

态集合进行编码。 
· 迁移关系 r是 xUx 上的布尔公式，其中 X 一{z ， 

⋯ ，z }是另一个命题变量集合。如果 r(XUX )在 X和 x 

的赋值(即状态)S和 下为 true，则意味着系统从当前状态 s 

迁移到下一状态 s 。这样，从满足 (x)的初始状态开始不断 

依照满足 r的迁移关系展开获得新的状态，得到的可达状态 

集合就是M 中的s。 
· 对于任一 ∈A，0 X是智能体 i的可观察(局部)变 

量集合。给定一个状态 S，那么 SnQ 就是智能体 i在状态 s 

中的局部状态。 
· 假设对于某一命题变量 ，如果 S∈ ，则有 s(．rj)一 

true。我们在 P 中忽略 。 

给定一个带 个智能体的有限状态程序P 一<x， (x)， 

r(X，X )，Ol，⋯， )，构造表示 M 中s的全局可达状态集合 

的量化布尔公式： 
r ／v ，、 ] 

G(PM)一lfpZI (x)V(j X(Ẑ r(X，X，)))( A)l 
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其中 ifpZ~(Z)是从 X上的布尔公式到X 上的布尔公式的运 

算 的最小不动点。令 ， 是X上的布尔公式，如果 ( )筒 

，则称 是 的一个不动点。如果 是 的一个不动点，并 

且对任一 的不动点 有 。 ，则称 是 的最小不动点。 
， y ，、 

( )是将公式 中的x 变量置换为对应的x变量后得到 
、 、 

的布尔公式。 

最后，给定一个公式 ，根据文献[-63的命题 3，我们有 

Ml—K 当且仅当V(x—Q)(G(PM)= ) 

这就是符号化模型检测知识的算法。由于 OBDD支持 

布尔函数的与、或、非运算以及全称和存在量化运算，而最小 

不动点 ffpZ~(Z)可从一个表示 false的 OBDD开始不断迭代 

计算 得到，因此很容易将不含模态算子[ 的公式在M 中 

的可满足问题转化为一系列 0BDD运算。 

5 和与积问题的有限状态程序 

模型检测器 NuSMV的输入语言是有限状态机的描述语 

言，可描述不带智能体的有限状态程序。我们在其中扩展支 

持智能体的可观察变量声明，使得它可描述带 个智能体的 

有限状态程序。有关 NuSMV输入语言的介绍 ，请查阅软件 

包的附带文档。通过 NuSMV编译器可将和与积问题的描述 

语言(图 1)编译为一个带智能体 S和P的有限状态程序 Pe 
一 [X， (X)，r(X，X )，Os，0 ]。这里忽略编译过程的描述。 

第 3行定义表示数对的整型变量 z和Y。由于智能体 S 

和P分别只能观察到和s— +Y与积 P=xy，根据 5≤ +Y 

≤195<2' 和 6≤xy≤9506<2“，在第 4行分别定义整型变 

量 s和 P。这 样，P8的 X 就是 ，Y，s，P四个变量通 过 

NuSMV编译得到的命题变量集合。 

第 6，7行定义 P8的 (X)，用于约束 ，y，s，P四个变量 

的初始值；第 8，9行定义 P8的r(X，X )，用于约束 ，y， ，P 

的值一旦在初始条件下非确定地选择后保持不变。 

第 1O，11行分别定义智能体 S和P 的描述模块。它们 

的描述很简单，分别只有一个可观察的形式参数。通过第 5 

行的智能体声明，可定义 S和P的可观察变量分别是s和P。 

显然，P8的0s和0 分别是整型变量s和P通过 NuSMV编 

译得到的命题变量集合。 

2 V AR

3 x 2 98

s 5 195 I l I I ： ．． ； y：2．．98； l I 4 ： ．． ； p：6．．95O6； l I 5 S
：Sum(s)；P：Product(p)； l I 6 INIT(

x>1)＆(y>x)＆(x y<一lOO)＆l l 
8

7 

T R AN S n ext器( x蛰 next(y)一Y＆I } 8 x)一 y)一 I 
l 9 next(s)：一s next(p)：一p； I l 

10 MODULE Sum(Observable sum) I 
I 1 1 MODULE Product(Observable prodnct)I 

图 1 和与积问题的有限状态程序 

6 和与积问题的符号化模型检测 

本节将把第3节的模型可满足问题 @I一[Ks_7KP( ， 

)][KP( ， )][Ks( ， )]( AE )转化为 P8上的 OBDD 

运算。 

通过第 4节的知识公式模型检测算法可知，M 中满足 

K 的状态集合是V(X—Q)(G(P ) )的OBDD表示，记 

为[K ，M]。根据第 2节的公告算子语义M，s I一[ ，可 

知MI 一 (S ，V ，～ “，～ )是将M约束为满足公式9 

的Kripke模型。显然，MI。的可达状态集合就是G(PM)A 

[ ，明 。因此，MI ，s I— K 当且仅当 

V(x—Q)((G(PM)AI 9，̂幻) ) 

该式记为[K ，Ml ]。 

这样，在和与积问题中，依次进行三个公告[Ks_7KP(z， 

)][K ( ， )][Ks( ， )]后得到的系统可达状态集合是 

[Ks( ， )，@I K 一K ( )I K (1r__v)]的OBDD表示。进一步地， 

我们有 

[Ks( ， )，@I K 一K ( ，y)I Kp(x,y)]A (x) 

就是和与积问题所有解的OBDD表示。 

我们在 NuSMV基础上，采用 CUDD(--种高效的 OBDD 

软件包)编程实现了该问题的符号化模型检测。实验平台是 

带 512M 内存的 IBM ThinkPad R50e笔记本电脑，Ubuntu 

Linux系统。实验总的运行 时间是 90s，分配 了 236521个 

BDD节点。实验结果是 

[Ks( ， )，@I KS~Kp(X,y)I Kp(x,y)]A (x)一E AE ” 

这意味着只有在 和y初始值分别为4和 13的情况下， 

三个宣告才能成功进行。换句话说，和与积问题的唯一解是 

数对(4，13)。这一结果与文献[4]的一致。 

为了与类似工作进行性能比较，我们在相同实验平台上 

用动态认知建模工具 DEMO对文献[4]中该问题的描述程序 

进行求解，但是由于运行时间超过 2h而被迫强行终止。 

结束语 本文采用公告逻辑对和与积数迷问题进行建 

模，将其Kfi pke模型符号化表示为带智能体s和P的有限状 

态程序，并在其上采用一种基于局部命题的知识逻辑符号化 

模型检测算法计算该问题的所有解。我们首先在时态逻辑模 

型检测器 NuSMV基础上扩展实现了本文的算法，然后在相 

同实验平台上用动态认知建模工具 DEMO对该问题进行求 

解。实验结果表明，我们的算法不仅结果正确，而且在运行效 

率上与DEMO相比有绝对的优势。关于未来工作，我们将在 

带 个智能体的有限状态程序描述语言中进一步扩展对公 

告 、消息发送和消息群发等通讯动作的支持，并在此基础上设 

计关于智能体动态知识的符号化模型检测算法，有望在密码 

协议和基于知识的协议安全性验证中得到广泛应用。 
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