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混合 自动机的多项式 phase-portrait近似 ) 

刘保罗 裴海龙 李坚强 张胜祥 ，2 

(华南理工大学自动化科学与工程学院 广州 510640) (华南农业大学应用数学系 广州 510640)。 

摘 要 抽象近似是验证混合系统安全性的主要方法，模型转换是构造一个可判定的(或半判定的)混合 自动机采近 

似原混合自动机。本文将线性phase-portrait近似推广到多项式phase-portrait近似，叙述了如何自动构造多项式 

phase-portrait近似 自动机及如何精化近似模型。 ， 
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Abstract Abstraction is a dominant approach for verification of hybrid systems．Model transformation is to construct a 

decidable(or semi-decidable)hybrid automaton to over-approximate the original automaton． In this paper，we extend 

the linear phase-portrait approximation to po lynomial phase-po rtrait approximation． W e show how to automatically 

construct po lynomial phase-po rtrait automaton and how to refine the approximation． 
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1 引言 

混合系统是连续变量过程和离散事件过程并存且相互交 

换信息的动态系统，如数字嵌入式系统。安全性保证是混合 

系统设计的主要要求之一。使用混合自动机做验证模型时， 

安全性验证可归结为自动机的求空问题，即自动机的可达状 

态集与不安全区域的交集是零，因此可达集的计算至关重要。 

然而，可达集的精确计算仅局限于一些简单混合系统，如时间 

混合 自动机、矩形 自动机。对于大多数混合系统，可达集的精 

确计算是不可判定的，甚至是不可计算的[5]。基于这个问题， 

研究者提出了许多种方法，旨在寻找验证安全性的充分条件。 

这些方法大致可分为两类；一类是从语义上求解可达集 的近 

似，如用简单的几何体外近似可达集[1 ；另一类是模 型转 

化[2]，是从语法上构造原系统的模拟 自动机，要求所构造的 

模拟器的可达集是可判定的，或者是可计算的。本文所叙述 

的方法属 于这一类。Thomos八 Henzinger提 出了 phase- 

portrait近似概念，文 [2]构造线性 phase-portrait自动机来 

模拟非线性自动机，文 [6]使用泰勒公式构造多项式自动 

机，但这种近似不是 phase-portrait近似，因此仅依赖增大多 

项式的幂级数来提高近似的精确有一定的局限性。基于这点 

考虑，本文将线性 phase-portrait近似推广到多项式 phase- 

portrait近似，并给出了多项式 phase-portrait近似 自动机的 

构造方法。 

2 混合自动机 

混合自动机是研究混合系统的常用模型，混合 自动机的 

语法及语义定义如下所述。 

2．1 多项式及一阶谓词公式 

语言是符号的集合，包括关系、函数和常数，如 。一{<， 

+，一，0，1}，其中<是关系，+，一 是函数，0，1是常数。语言 

的项递归定义为；项是变量、常数，或者 F( ，⋯， )，其中 F 

是m元的函数， ， 一1，⋯，m是项。语言 。一{<，+，一，0， 

1}的项为线性项，语言 一{<，+，一，·，0，1}的项为多项 

式。原子公式定义为： 一02或 R( ．．， )， ，i一1，⋯，m 

是项，R是 元关系。 

关于向量 X一{,37 “，,37 }的一阶谓词公式 中(X)递归定 

义为：(1)原子公式是公式；(2)如果 ， 是公式，z是变量 ， 

则  ̂ ，-_7 、Vz； 、|z： 是公式。给定语言的解释及 

变量的值域 S，集合yc_ 称为可定义的，如果存在公式 ， 

使得y一{(z “，Xn)∈ I (z ”，z )}。特别地，记 域 

上的关于 R的一阶谓词公式(即多项式公式)为 poly( )。 

2．2 混合自动机语法定义 

定义 1(混合 自动机) 混合 自动机是元组 H一(L，X， 

Lab，E，Init，Inv，f，J，U)，其中： 

一 L是离散位置的集合，离散位置又称为控制模态。 
一 X一{z “， }是连续变量。 
一 Lab标签集，包括静默迁移标签r。 

一EcZ-~L~Lab~L是离散迁移集。 
一 Init：L--*O(X)是初始状态集。 
一 Inv：L--*O(X)赋予每个离散位置不变集。 
一 ，描述连续变量的动态过程，可以有两种表示方法： 
· 显式表示：Act：L一中(x，x ，￡)，x 一{z1 ，⋯， )表 

示迁移后的值。 
· 隐式表示：F／ow：L一( 一丁X)赋予每个离散位置连 
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续量变化的向量场。 
一 ‘，：E 中( ，X )是迁移条件。 
一 己，：L一中( )，最终状态，表示不安全集。 

例 1：考虑一个温控器，其建模 自动机如图 1所示，其中 

变量 z表示温度。自动机有两个控制模态：位置 On表示温控 

器开始加热，其连续动态为主一--I+5；位置 off表示温控器 

停止加热，其动态方程为主一一z。图1中的自动机的连续动 

态过程表示为向量场，也可转化为Act表示 ，如在位置 off为 

z

，
一 z  。_。

。 

定义 2(多项式 自动机) 自动机 H是多项式 自动机，如 

果对任意 16Loc有 Init(z)，己，(z)，Inv(z)及 Act(1)是多项式 

公式，对任意 e6E，J(e)是多项式公式。 

多项式 19动机要求 自动机的约束可由 poly( )表示。 

注意：在定义 2中连续动态用 Act形式，即 Act(z)一qS(X，t， 

X )为多项式公式时才称其为多项式 自动机。文 I-3]指出多 

项式 自动机的可达集是可计算 的，且在有限步内其可达集是 

可判定的。 

图 1 温控器建模混合自动机 

2．3 混合自动机语义 

定义 3(混合自动机语义) 给定混合 自动机 H=(L，X， 

Lab，E，Init，Inv，f，J，己，)，其语义是一赋时迁移系统(1vrS)： 

[H]一(Q，Qo，Q，，∑，一)，其中：(a)状态空间 Q—L× ， 

(b)初始状态集 Qo一{(z，z)∈Q I x6 Init(z)}，(c)不安全集 

Qr一{(z，z)∈Ql x6己，(z)}，(d)∑一Lab，(e)迁移一一U U 
d 8 

∈∑一 U U艿∈ ≥。一，它包括离散迁移及连续迁移。 

离散迁移：(z，z)一(z ，z )，如果 e一(z，d，z )∈E，且(T， 

z )∈J(P)。 

连续迁移：(f1，z)一(zz，z )，如果 z 一z2，且存在时间艿。 

对于向量场形式，存在连续可微 曲线 ：z：Eo，8]一 满足 

(0)一z， (艿)=z ，且对所有的 ∈[0， ，有 ( )∈Flow(1l， 

( ))；对于 Act表示形式，有(z，z ，艿)∈Act(1)。 

给定 1vrS T一{Q，Qo，Qs，∑，一}，定义关系 ] 

一  Qx(∑／{f}U 。)×Q，如果 q— ∈∑＼{f}，则 

存在有限序列 q “， ，使得 q— l一⋯一q 一q ；如果 q 
t tO f t1 

f∈ ，则存在有限序列 t ”， 使得q—q — 2一⋯ 

r 
￡k 

，且 t=t1+⋯+tk[ 。 

混合 自动机的运行即包括离散位置的跳变，也包括连续 

量的动态变化。集合A L× 的一步后继定义为Post(A) 
一 {(z，z )∈L× I (z，z)∈A(z，z)一 (z ，z )}，混合 自动 

机 H 的可达集定义为：Reach([HI)一 U ∈NPost[川(Qo)，其 

中Postln](Qo)一Qo，Post[~j(Qo)一Post(Post[n](Qo))。自 

动机 H是安全的，如果其不安全区域是不可达，即 Reach 

([H])nQ，=0。 

2．4 时间模拟 

抽象近似是安全性验证的主要方法之一，它的意义在于， 

通过构造原自动机的抽象近似模型，以降低原 自动验证复杂 

性。抽象模型的行为要保证是原系统行为的超集。模型间的 

这种关系可以形式化地表述为弱时间模拟关系。 

定义 4(弱时间模拟[。]) 给定两个时间迁移系统 TTS： 

一 (Q1， ，Q}，∑，一 )和 T2一 (Q2， ∑，一。)，如果在两 

系统 T1， 之间存在关系 R Ql×Q2满足： 

对于所有的(q ，qz)∈R，对任意 8∈∑＼{r}U >／o，如果 

q2— 2 ，则存在 q 1∈Q】，满足 ql— K(ql， )∈R。 

对于所有的 q2∈Q5，存在 q1∈ 满足，( ，q2)∈R。 

对于所有的 ∈ ，存在q ∈Q}满足(q ， )∈R。 

则称 T1弱时间模拟T2，记为 ≤ 。 

定义5(H2≤H ) 给定混合自动机H1和H2，其1vrs 

分别为EH ]，EHz]，如果EH ]≤[H ]，则称混合 自动机 H 

弱时间模拟混合 自动机 Hz，简记为 Hz≤H 。 

定理 1 给定混合自动机 Ht和 Hz，如果满足 Hz≤Ht， 

则如果 Ht是安全的，则 Hz也是安全的。 

如果 H2≤H ，则 H 是 H2的外近似，H 的可达集是 

Hz可达集的超集。因此，如果 Ht是安全的，则可得 出 Hz 

也是安全的。但如果 H 是不安全的，不能由 H 推出 H： 的 

安全性。 

因此，欲证自动机 H 的安全性问题 ，可以首先构造模拟 

自动机H ，使其满足 H ≤H ，且要求 H 的安全性是可判定 

的，或至少是可计算的。这类自动机有时间自动机、矩形自动 

机等。文 [6]指出，多项式 自动机的有限步可达集是可判定 

的，因此可以多项式 自动机作为抽象 目标模型。在本文中主 

要考虑如何构造系统的抽象模拟多项式自动机。 

3 多项式 phase-portrait近似自动机的构造 

给定混合自动机 H，构造 H 的模拟 自动机 H ，使其满足 

H≤H ，且 H 是多项式 自动机。 

定义 6(约束集蕴含) 给定两个约束集 CONS：{铆，⋯， 

似}，cons 一{卿 ，⋯， }，如果每个公式 蕴含对应的 ，则 

称 cons 蕴含COnS，记为COnS≤COnS 。 

给定自动机 H一(L，X，Lab，E，Init，Inv，f，J，己，)，其约 

束集为cons：{Init，Inv，flow，J，U}，松弛约束集而构造自动 

机 H ，使得 H 对应的约束集 cons 满足 COnS≤COnS 且 V(p∈ 

COnS ： ∈poly( )，则 H 是 H 的多项式模拟器。文 ~61就 

是基于这种方法构造多项式模拟器。然而，仅从 自动机语法 

构造的模拟器往往不能较好地抽象近似原系统，因此本文将 

模态划分与多项式蕴含结合起来构造模拟器。 

假定自动机的连续动态 厂以向量场关系给定，即 主 = 

( )，在本文中限定 (X)∈poly(X)，对于更一般的形式，在 

以后的文章中进行研究。 

多项式 phase-portrait近似 自动机的构造过程包括两部 

分：控制模态的划分及模拟多项式 自动机的构造。 

3．1 控制模态划分 

假定 自动机 H，考虑位置 z，其 flow(z)形式为：x 一 

(x)， (x)∈poly(X)，给定 ”值，求解 矗的N 阶麦克劳林 
，n 、 

公式 Taylor(x ，行)为 z 一 ( )一z(0)+ t+ ⋯ + 
1 ： 

!：： 4 !：： 至 一 
(n-1)! (”)! 

其中 0<8<t。 (1) 
( )， 、 

记R 一 。 ，0< < t是关于z ( )的N阶泰勒 
、 ，‘， ： 
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公式余项，其中 在区间(o，f)取值。由于 Epoly(x)，式 

(1)是关于(x，t， )的 N 阶多项式，但在其中含有不确定量 

，因此划分状态空间求解关于 的单调区间，以固定的端点 

值来求解近似多项式。 

假定f为固定值，改写 为R 一( )一 为自 

变量，则 ( )关于 的导数为 

一  

d 

是关于(x，t， )的多项式，使用 一0来划分位置 q 

的连续状态空问，则在空间 ≥O，R7( )关于 单调增加；空 

间 40， ( )关于 单调减少。 简称为z (f)的 N 阶多 

项式。 

对于位置 z，针对向量 X每一个元素z，可以依此方法得 

到其N 阶多项式 P ，这些多项式组成集合 P。多项式集合 P 

构成关于位置 z的状态空间覆盖 (z)一{ ，⋯， }，满足： 

I (z) U‘fI(z)。 

[ ]一 

{xEX
^口∈ 1 Po( )> 一O 

l̂  ̂ ， (z)<一O Înv(1)} 一1，2，⋯，忌 

其中m Umz是集合{1，2，⋯，l Pl}的划分。 

例 2：电力阀门控制系统中的激励模块由脉冲宽度调制 

信号控制，其动态特性可由混合系统来描述。系统有两个控 

制模态，当输入信号为高电平时，系统处于 on模态，其动态方 

程为[ ] 

= (24—2VID，j一 (120—221) 

当输入信号为低电平时，系统处于 off模态，其动态方程 

为 

一 ．

--

27001，j一百2000【3．． 一16I) 
考虑模态 off，其二阶多项式集为： 

P一{5V一161，一80V+231J} 

混合自动机的状态空间是 L× ”。依照上述方法针对 

每一个控制模态 z，构造有限覆盖 (z)，将位置 z的状态空间 

划分为离散位置集{(z， )l ∈ (z)}。模态划分的形式化定 

义为： 

定义 7(模态划分) 给定自动机 H一(L，X，LabE，Init， 

Inv，Flow，J，U)及其 N 阶多项式覆盖函数 ：L一2 ，构造 

H 的 phase-portrait自动机 H 一 (L ，X ，Lab ， ，Init ， 

Inv ，Act ，J ，U )，使其满足： 

(a)L ={(z， )l z∈L， ∈ (z)}。 

(b)X 一X。 

(c)Lab =Lab。 

(d) —E1 U E2，其 中 E1一 {((z， )， ，(z ， )) 

l ∈ (z)̂ ∈ (z )̂ (z， ，z )EE}E2一{((z， )，r，(z， )) 

l ， E (z)̂ z∈L} 

(e)V(Z， )EL ．Init (Z， )一Init(1)̂  。 

(f)V(Z， )∈L ．Inv (Z， )一Inv(1)  ̂ 。 

(g)Act (z， )一Taylor(X， )，即对模态 z变量 X做 N 

阶泰勒公式(1)展开。 

(h)VeEE1，J ((z， )， ，(z ， ))一-厂(z， ，z )，VP∈E ， 

J ((z， )，r，(z， ))=stable(X)。stable(x)表示 z—z 。 

(i)V(Z， )EL ，U (Z， )一U(Z)̂  。 

· ]82 · 

3．2 多项式近似 

由步骤 1，我们得到自动机 H 的 phase-portrait自动机 

H，，其离散位置为(z， )EL 。在每个位置上，使用泰勒公式 

将连续变量的向量场限制 flow转化成Act限制，其为关于 

(x，X ，f)的多项式。但在这个公式中，有不确定量 存在，因 

此需要进一步利用近似方法构造多项式表达式。 

考虑离散状态 一(z， )EL ，z 的N 阶多项式 P ，在位 

置 或者满足P?≥O，或者满足 40，因此 ( )在区间 [O， 

f]上是单调函数，且知 在区间[o，f]取值。 

如果 ≥0，则 R7(o)≤ ( )≤R7(f)，即 ≤ ． 下LH rn、 

量 ≤生 ，假定(1)式为 z ，一聊 + ( ，其中 

为前 项和，则 

z  ，≥w n+ Rin(o)一Wi n+ 一 w ”+ (2) 

五，4Wi"+ Ri"(￡)一 Pin+ (3) 

同样，如果 40，则 R7(f)≤R7( ≤ (O)，有 

z ≤ + (O)=W7 (4) 

五，≥ +Ri n(f)一Wi n+掣  (5) 

记式(2)、(3)或者(4)、(5)为 consAct( )，在位置 上用 

consAct( )替换 Act，同样在自动机的每个离散位置做 Act替 

换 ，这样得到的自动机称为 自动机 H 的近似多项式 自动机， 

记为Approx(H， )。 

定理 2 给定自动机 H，依上述步骤构造多项式 自动机 

Approx(H， )，则满足 H≤Approx(H， )。 

4 抽象精化 

因为所构造的自动机 Approx(H， )是原 自动机的外近 

似，当Approx(H， )是不安全的，H 的安全性问题是不确定 

的。这时需考查Approx(H， )模拟原系统的精确程度，精化 

抽象模型，重新求解安全性问题。下面给出两种精化模型的 

方法。 

4．1 增大多项式的阶数 

依上述方法构造 自动机 Approx(H， +1)，如果(1)式泰 

勒级数收敛，显然有下述定理【6]。 

定理3 如果混合自动机H的各个模态的连续变量，其 

泰勒级数收敛，则有 

H≤Approx(H， +1)≤Approx(H， ) 

4．2 限制动态误差 

依赖增加泰勒多项式的阶数来提高抽象 自动机 Approx 

(H， )的精度，势必增加计算的复杂性 ，且受泰勒级数收敛条 

件的限制。因此，当限制阶数增加时，可以通过修改模型，以 

限制局部动态误差。 

由Approx(H， )的构造过程，可以得出近似自动机与原 

系统的误差为 

I errorI 4 1 R,"∽IR )I—f 一 I 
如果限制 I (f)一 (o)l≤￡，则 l errorl≤￡，记 ERRi 

— l R (f)--R7(O)l。 

在 自 动 机 Apprgx (H， )的 位 置 中 增 加 

l磁(￡)一 (o)l≤￡限制，当l (￡)一 (o)l一￡时，激发迁 

移，迁移后复位时间t为零。由于位置 是关于R7( )的单调 
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函数，迁移后的Act关系保持不变，因此迁移目标位置仍是原 

位置 。依这种方式修改后的自动机模型记为 Approx~(H， 

)。显然在每个位置上有 I errorI≤e，但在离散迁移过程中 

引入了累加误差。Approx~(H， )的构造过程可形式化定义 

为： 

定义 8(Approx~(H， )的构造) 给定 自动机 H的Ap— 

pro (H， )一(L，X，Lab，E，Init，Inv，Act，J，LD，构造其关于 

给定值 ￡的精化模型Approx (H， )为 ， 

Approx,(H， )一(L ， ，Lab ，E ，Init ，Inv'，Act ，J ， 

U )使其满足： 

(a)L 一L，X 一X，Lab 一Lab。(d)V z ∈L ， (z)一 

Inv(1)̂ AE (z)≤￡。(e)Init (z)一Init(z)。(f)E 一EU 

f( ，f， )J ∈L}。(g)Act ( )=Act(1)。(h)任意 eC- ，如果 

eEE，则 J (P )一j(P )，如果 e／一(z，r，z)，J (P) (P)̂ AErri 

(Z)一￡At 一0A stable(X)。(i)U 一U。 

定理 4 由Approx~(H， )的构造过程有 H≤Approxe 

(H ， )≤Approx(H ，n) 

ERR，：￡ ft：0 ERR：=s2 t’=0 

Axt(on) ≤ +(5一 )f一1／2(5--x)t2+1／6(5一 )f0̂  
≥ +(5一 )t一1／2(5一 )t2+1／6(5一 )t3 ERR,一 1／6 

f 一 ff3 
Act(off)； ~x-xt+1／2xt2—1／6x't 3 A 

~x-xt+1／2xt0—1／6xt。 
ERR2一 l 1／6x％。一1／6xt3 l 

图 2 H 的Approx (H，”)自动机， 

其中￡l一￡2一O．5 

例 3：在例 1中所描述的混合自动机按照上述方法构造 

的三阶近似多项式自动机如图 2所示。假定 ￡。一￡z一0．5，其 

中模态 off的多项式近似轨迹如图 3所示。由图 3可看出两 

条多项式曲线间囊括了原指数曲线，近似可通过增大多项式 

阶数或减少 e值来逼近原曲线。 

＼ 多项武曲线l =3exp(-t)l 
＼ ＼ 

＼ ＼
． 

■■- ～ 

—’-_  

0．5 2 

图 3 模态 off的近似动态轨迹 

结束语 本文将线性 phase-portrait近似推广到多项式 

phase-portrait近似，叙述了如何 自动构造混合自动机的多项 

式 phase-portrait近似，及如何精化近似模型。本文所基于 

的模型其向量场形式限于 一 (X)， (X)∈poly(X)。对 

于更一般的形式 ，在以后的文章中进行进一步的研究。另外 ， 

在做抽象精化时，如何消除累积误差也是今后的研究方向。 
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从表 1可以看出，对于 GermanCredit Data取相同的参数，三 

种核函数下该算法的分类精度均有不同程度的提高，且训练 

时间明显降低!实验中还发现，取相同的核参数，三种核函数 

下的分类精度均对惩罚参数 C的变化不敏感。这说明算法 

有效剔除并降低了噪声对分类的影响! 

结束语 针对传统支持向量机分类对噪声与野值敏感的 

问题，本文提出基于近邻域 比率 的支持 向量机 NDR—SVM。 

通过近邻域中与中心同类的样本比率与剔除阈值的大小关系 

决定邻域中心的取舍，并用支持向量机对修剪后的训练集进 

行学习。由于球心与半径均由算法自身确定，近邻域客观反 

映了数据分布。通过设定合适的剔除因子J9(O<p≤1)，该方 

法能够有效剔除影响分类性能的噪声和野值。仿真实验验证 

了该方法的可行性和有效性，但剔除因子 的设定是关键。 

下一步的工作是，如何根据具体问题给出剔除因子的一个合 

适取值。 
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