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解决矩阵链相乘处理器调度问题的一种新算法 ) 

徐卫志 王洪国 于 惠 杨 海 

(山东师范大学信息科学与工程学院 济南250014) 

摘 要 本文介绍了矩阵链相乘处理器分配问题和离散处理器分配算法，描述了Lee Heejo等人提出的解决MCSP 

的处理器分配算法，提 出了一种解决 MCSP的时间复杂度更低的算法，使处理器能尽量被充分利用，并对三种分配算 

法进行了比较分析。 
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Abstract In this paper，the matrix chain scheduling problem and two discrete proces~r allocation algorithms are introduced． 

Then the algorithm which was proposed by Lee Heejo is described．At last，a Dew greedy algorithm  is proposed，which costs 

less time and ID．ake good use of the processors，and three allocation algorithms are compared and analysed． 
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1 引言 第 部分对三种算法进行比较分析。 

矩阵是数值代数中的一个基本概念，许多应用中都用到 

较长的矩阵链相乘，如机器人、机器控制和计算机动画[1]。矩 

阵链相乘顺序不同，数量乘法次数相差很大，对计算效率影响 

很大。用蛮力方法得到 个矩阵乘积最优顺序所需时间是n 

(4 ／√ )[2]。用动态规划解决这一问题的时间复杂度为 0 

( 。)[3]。T．C Hu和 T．Shing[ ]提出时间复杂度为 0 

(nlogn)的最优的串行算法。此外，还有学者提出时间复杂度 

为0( )的近似算法。 

许多学者对矩阵链相乘最优顺序问题(MCOP，the In．a- 

trix chain ordering problem)提出了很多并行算法L6 引，这些 

算法主要基于 PRAM 模型。Lee Heejo等[1]指 出，针对 

MCOP提出的算法，解决单个处理器上矩阵相乘的顺序问 

题，使数量乘法次数最少，在单个处理机上的计算时间也最 

少；Lee Heejo首次提出矩阵链相乘处理器调度问题(MCSP， 

the matrix chain scheduling problem)，用并行机做矩阵乘运 

算，所有的处理器按照解决 MCOP得到的最优顺序逐个矩阵 

乘积来计算，并不一定使矩阵乘运算的计算时间最少，需要考 

虑如何调度多个处理器并行地进行矩阵乘运算。在并行系统 

中，计算时间受各种因素影响，像任务之间的依赖性、通信延 

迟和处理器的利用率等；处理器增多并不一定会提高性能，如 

果处理器分配得不合理，反而会使处理器利用率下降。 

矩阵链相乘处理器调度问题是如何找到矩阵链相乘的顺 

序以及处理器如何调度才能使在一个并行系统上矩阵乘运算 

时间最少的问题。如果处理器足够多，这个问题可以在多项 

式时间内解决；当处理器个数是有限的P个时，MCSP是一个 

NP难问题[”。 

本文第2部分介绍离散处理器分配算法和Lee Heejo提 

出的算法，第 3部分提出一种新的解决 的贪心算法， 

2 离散处理器分配算法和两种解决MCSP的算法 

2．1 符号 

k，：表示M ⋯ 的乘积顺序的顺序树； 

P ：用来计算 M ⋯M 的处理器数量； 

(碥，rnj， )：一个碱 × 的矩阵和一个优 ×弛 的矩 

阵相乘； 

(碍，mJ，mk，p)：P个处理器计算优 ×mj的矩阵与优 

Xmk的矩阵相乘需要的时间； 

D )：z的约数的集合。 

2．2 基本概念 

在PRAM_cREw模型上计算两个 × 的矩阵相乘。 

当分配的处理器个数超过 时，处理器的利用率开始下降。 

为了提高处理器的利用率，最多分配 个处理器。同样地， 

ml Xrnj的矩阵和优j×弛 的矩阵相乘，最多分配碱优 个处 

理器；为使所有处理器负载均衡，限定分配的处理器个数为D 

(rr~m )中的一个值。例如，用 2O个处理器计算乘积(2，3，8) 

和(4，4，3)，按数量乘法次数的比例分配，各分配 1O个处理 

器；要使各个处理器的负载均衡，为它们分配的处理器个数分 

别是 16和12的约数，所以分别分配 8个和6个处理器。同 

时，计算两个乘积需要max(2×3×8／8，4×4×3／6)=8单位 

时间。把剩余的处理器分配给计算时间较长的乘积，分别用 

8个和 12个处理器来计算，则计算时间为max(2×3×8／8，4 

×4×3／12)一6。按照这种思想分配处理器，得到下面的 

DPA算法。 

2．3 两对矩阵乘积的离散处理器分配算法(DPA算法) 

输入：两对矩阵乘积，x一(豫 ，豫+1，豫+2)和y一(my， 

优 +1，my+2)；P个处理器 

输出：分配给乘积 x和y的处理器个数P 和P ，1≤ 
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Px，P ≤P且 P 十Py≤P 

(1)p舯p一 (mxlll斗1 十2)p／( +1％ +2+ myrav十1 

y+2) 

(2)从 D(m~m + )中找到最大的 并且 ． ≥声加p 

(3)从 D(rn~m +2)中找到最大的 lJ'并且 。≤p一声舯 

(4)If ( ， 十l， 十2，dx， )<： ( ， v+1， v+2，dy，J) 

(5)Then 一 ， ，Py—p一 ， 

(6)Else 一p一出lJ'Py一 

DPA算法使两对矩阵乘积在最短时间内完成[1]。算法 

第(2)步和第(3)步需要O(p)的时间，其余都是常数，算法的 

时间复杂度为 O( )。 

2．4 DPA-k算法 

将DPA算法推广，就得到k对矩阵乘积的离散处理器分 

配算法 DPA-k算法。 

输入：k对矩阵相乘X 一(rel1’Ⅲ∞，mi，。)，1≤ ≤志；P个 

处理器 

输出：为每对矩阵X 分配的处理器个数P ，且满足∑ 

≤p 

Stage-1按数量乘法次数的比例分配处理器 

Stage-2把多余的处理器分配给计算时间最长的一对矩 

阵 

DPA-k算法使独立的k对矩阵相乘时间最短，算法的时 

间复杂性是 0( +志)。 

2．5 两种解决 MCSP的算法 

算法 1：所有的处理器同时计算一对矩阵乘积，按最优顺 

序逐个乘积进行计算。 

算法 2：Lee Heejo等提出的矩阵链相乘多处理器调度算 

法 。 

输入：处理器的个数 p； 个矩阵的维数m ，m2，⋯， + 

输出：P个处理器的分配结果 

Stage-1用一个并行算法解决 MCOP，按照矩阵链相乘最 

优顺序生成顺序树 L。 

Stage-2根据顺序树 L，按数量乘法次数的比例自顶向下 

分配处理器。 

Stage-3对于顺序树L的所有的叶子，执行以下步骤，直 

到所有的乘积都被分配处理器： 

(1)MkMk+ 是顺序树中的两个叶子乘积， ¨ 是分配 

给它的处理器个数，如果 Pk̈  <mkm +。，直接转到第 5步。 

(2)通过搜索两个叶子结点的祖先找到一个候选乘积。 

如果没有这样的乘积，转到第 5步。 

(3)MlMl+ 是通过搜索两个叶子结点的祖先而找到的 

候选乘积。检验这个候选乘积是否满足与  ̂M + 并行执行 

的条件，如果不满足，转到第 2步。 

(4)修改顺序树的结构，使MlMl+ 能与 M + 并行执 

行。使用 DPA算法对 t个处理器重新分配。对新产生 

的两个叶子乘积MlMl+ 和原来的  ̂M + ，都转到第 1步。 

(5)为这两个叶子乘积分配 min(p ，mkm +l mk+2)个处 

理器。把这两个叶子结点的父亲节点作为一个新的叶子结 

点。 

算法2的时间复杂度是O(n +np)。 

3 解决 MCSP的一种新算法 

3．1 算法思想 

用 P个处理器计算1"1个矩阵相乘，以一种自底向上的过 

程来分配处理器，与分配完成以后，计算1"1个矩阵乘积的过程 

是一致的，如图 1。第一步，对 n／2个矩阵乘法用 DPA-k算法 
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分配 P个处理器，第二步对 n／4个矩阵乘法用 DPA-k算法分 

配P个处理器，最后一步对两个矩阵乘法用DPA-k算法分配 

P个处理器。如果要计算的矩阵个数是奇数 ，则最后一个矩 

阵不参与分配，进入下一轮分配，每一次循环的分配结果都存 

储N--维数组 a中。 
MIM2M3M4MsM6M7MaMgM!oM I! 

M M ，NⅢ  

： ／＼ 
。M 

／ ＼ 
M1M2M3M4 MsM6MTM8 M~ClloMn 

／八＼ ／^＼ ／^＼ 
MIM2 M3M4 MsM6 MTMs M~~llo M11 

M 地△ M， 9 M I 
图 1 

算法3：解决MCSP的一种新算法 

输入：要分配的处理器个数 p； 个矩阵的维数m。，m ， 
⋯

，7‰  

输出：计算n个矩阵相乘每一步的处理器分配，保存在二 

维数组 a中 

算法过程： 

Stepl f一 1：z—O 

Step2 while(f< ) 

Step3 z—z+1；s—f；t=2s；i=0；c=0； 

Step4计算数量乘法总的次数C 

(1)while( +f≤ ) 

(2)C=C+巩 + m + ；i=i+t 

(3)end while 

(4)if( +s< )then 

(5)C=C+碍 + m 

(6)end if 

Step5按比例分配处理器 

(1) 一0 

(2)whjle( +f≤ ) 

(3)aEx]Ei]= (巩 汁 m + ／c)p 

(4)找到D(m~mm)中满足d ~aEx]Ei]的最大df．J 

(5)aEx]Ei]=d ； — +f 

(6)end while 

(7)if +s< then 

(8)a[xl[il= (巩 —m ／c)p 

(9)找到D( 优 )中满足 ， ≤n[z][ 的最大 ， 

(1o)口[z][ 一 ， 
(11)end if 

Step6把多余的处理器分配给计算时间最长的一对矩阵 

(1)while(p一∑一n[z][ >o) 

(2)找到 (巩，巩+ ，巩+ ，n[z][ ])的值最大的一对矩 

阵 X 

(3)if(a[-x][-i]<m4m + )then 

(4)找到D(聃 + )中满足d >n[ ][ ]的最小dftj 

(5)if(p-∑口[z][愚]一( 一n ][ ])>o)then 

(6)口[z][ ]一 ， 

(7)else break 

(8)end if 

(9)else break 

(IO)end if 
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(11)end while 

Step7 end while 

3．3 算法分析 

最外层 step2至 step7循环一次，矩阵乘积的个数减半， 

Step4的运行时间可 以表示为 n／2+n／4+n／8+⋯+1一O 

(，z)；Steps循环一次时间复杂度是 O( )，外层循环大约要运 

行 logn次，所以时间复杂度为 O(plogn)；最外层每循环一次 ， 

Step6的循环执行次数设为常数忌，则Step6第(2)步的时间复 

杂度可表示为 kn／2+kn／4+kn／8+⋯+1一O(，z)，而 Step6 

第(4)步的时间复杂度不会超过 O( )，所以整个算法的时间 

复杂度为 0(，z+plogn)。 

算法3中，采用贪心策略，外层每循环一次，用 DPA-k算 

法分配一次处理器，大约 logn次处理器分配，每一次处理器 

分配都是最优的。 

4 算法比较 

4．1 时间复杂度比较 

算法2需要O(n +np)的时间，算法 3改进了时间复杂 

度，需要O(n+plogn)的时间。当，z和P在一个数量级上时， 

两个算法的复杂度简化为 O(n )和 O(nlogn)。 

4．2 举例分析 

设 5个矩阵相乘M ：5×10，M2：10×4，M3：4×6，M4 

：6×10，M5：10×2用 6O个处理器计算，解决 MCOP得到 

的最优计算顺序是(M (M2(M3(M4 M5))))，如图2。 

根据算法1，用6O个处理器按最优顺序逐个乘积进行计 

算，所用时间为 

(6×1O×2)／rain(60，6×2)+(4×6×2)／min(60，4×2) 

+(10×4×2)／rain(60，10×2)+(5×10×2)／min(60，5×2) 

一30。 

根据算法 2，将调整树的结构，如图 3，其中M2 M3和 

 ̂̂ 磊并行执行，用DPA算法给这两个乘积分配处理器，分 

别为 3O个和 12个处理器，计算时间是 

max(10×4×6／min(30，10×6)，6×10×2／min(12，6× 

2))+10×6×2／min(60，10×2)+5×10×2／min(60，5×2)一 

26。 

根据算法 3，如图4，其中M M2和M3 M4并行执行，用 

DPA算法给这两个乘积分配处理器，分别为2O个和 4O个处 

理器，计算时间是 

max(5×10×4／min(20，5×4)，4×6×10／rain(40，4× 

10))+5×4×10／min(60，5×10)+5×10×2／min(60，5×2) 

：24 

M 

M4 M s 

图2 

图3 

图 4 

因此，当处理器个数很少时，处理器能充分利用，所有处 

理器按最优顺序逐个计算矩阵的乘积，由于数量乘次数最少 ， 

计算时间也最少；当处理器个数增多时，按算法 1计算，有一 

部分处理器不能充分利用，而另外两种算法按一定的规则分 

配处理器，处理器能尽量的充分利用，计算时间少于算法 1。 

如表 1，当处理器个数超过4O时，按算法2和算法3分配的结 

果计算，计算时间少于算法 1。 

当处理器个数增加到一定数量时，按算法 2和算法 3分 

配的结果计算，计算时间都不再减少，按这两种算法分配的结 

果计算的计算时间是非常接近的。如表 1，当处理器的个数 

超过 6O时，两个算法的计算时间分别为 26和 24，计算时间 

不再减少，算法3使用的时间要比算法2少。 

表 1 

处理器个数 10 20 30 40 50 60 70 80 

算法 1时间 44 30 30 30 30 30 30 30 

算法 2时间 44 30 30 26 26 26 26 26 

算法 3时间 78 54 38 30 30 24 24 24 

结束语 本文提出了一个解决MCSP的新算法，它的时 

间复杂度优于 Lee Heejo等提出的算法，当处理器个数较多 

时，按该算法分配处理器，使处理器尽量被充分利用，减少了 

矩阵链相乘的计算时间。今后研究的重点是找到在多项式时 

间内解决 MCsP的最优算法，提出时间复杂度更低和效果更 

好的近似算法 ，探索解决这一问题的其他方法。 
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