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基于等腰归一化距离的模糊粒度空间研究 ) 
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(江南大学理学院 无锡 214122)。 

摘 要 本文将等腰归一化距离引入到模糊商空间中，提 出了基于等腰归一化距 离的模糊粒度空间理论。研究了它 

的结构和性质，并得到 了四个重要结论。首先，下面 3个叙述是等价的(定理 3．2)：(1)给定 X上的一个模糊等价关 

系；(2)给定x上的一个等腰归一化距离；(3)给定x上的一个分层递阶结构(或有序的粒度空间)。其次，讨论了等腰 

归一化距 离与Fuzzy等价关系间相互确定的对应关系，且都是一对多的关系(定理 2．2，定理 2．3)。最后，给出了通过 

x上的模糊等价关系R诱导的等腰归一化距离d确定其引导的粒度上的度量d ，且 正好是d在粒度X( )上压缩 

的等腰归一化距离(定理4．1)，同时给出了确定粒度空间上等腰归一化距离的方法。这些研究结论为模糊粒度计算 

的理论研究和应用提供了强有力的数字模型和工具，同时表明模糊商空间的粒度计算可以在等腰归一化距离的范畴 

内进行，为模糊粒度计算提供 了更为直观的几何解释。 
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Abstract In this paper，by introducing the normalized equierural metric into fuzzy quotient space theory，the fuzzy 

granular space theory based on normalized equicrural metric is presented and four main results are obtained．Firstly， 

the following three statements are equivalent(Theorem3．2)：(1)give a fuzzy equivalence relations set on X；(2)give 

a normalized equicrural metric on X；(3)give an hierarchical structure(or order-complete granular space)on X．Sec— 

ondly．the∞rresDondence relations between a normalized equicrural metric on X and equivalence relations on universe 

X are discussed，and they are one-to-ma ny(Theorem．2．2，Theorem2．3)．Finally，for given a fuzzy equivalence relation 

on X，the metric d on its deriving fuzzy granulation is determined by its deriving metric，where it just is the reducing 

distance by d on the granulatior~ These results provide a powerful ma thema tics model and tool for granular computing 

and its application，further provide a direct and geometric explain for granular computing，and will help US for deeply 

understanding the essence of granular procedure． 
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1 引言 

粒度计算(GrC)It-a]是信息处理的一种全新的概念和计 

算范式，覆盖了所有有关粒度的理论、方法、技术和工具的研 

究，主要用于处理不确定的、模糊的、不完整的和海量的信息。 

粒度计算已经成为人工智能领域研究的热点方向之一_4]。目 

前粒度计算理论主要有： 

(1)模糊粒度理论。L．A．Zadeh在文[1～3]提出了人类 

认知的3个主要概念，即粒度 (granulation，包括将全体分解 

为部分)、组织(organization，包括从部分集成全体)和因果 

(causation，包括因果的关联)，并提出了词粒度计算。在此基 

础上Y．Y．Yao等进行了一系列的研究工作Ⅲ5 ，并将其应 

用于数据挖掘等领域。其工作要点是建立概念间的 IF- 

THEN关系与粒度集合之间的包含关系的联系，并提出了由 

所有划分构成的格来求解一致分类问题 ，这些研究为知识挖 

掘提出了新的方法和视角。 

(2)粗糙集理论。波兰学者 Pawlak[11,12]提出了一个基 

本假设：人的智能(知识)就是一种分类的能力。在此基础上， 

他提出了在概念论域 X 中给定一个等价关系R，建立了一个 

知识基(X，R)，讨论了一般的概念 如何用知识基中的知识 

来表示 ，从而创立了粗糙集理论。目前这一理论已被广泛应 

用于各个领域，特别是在数据挖掘等领域 ，并获得成功。 

(3)商空间理论。这是由我国学者张铃教授和张钹院士 

在研究问题求解时独立提出来的[13,14]。他们提出了“人类智 

能的一个公认的特点：就是人们能够从极不相同的粒度上观 

察和分析同一问题。人们不仅能在不同粒度的世界上进行问 

*)本课题研究得到国家 自然科研基金(No．60475017)、国家基础研究 973计划(No．2004CB318108)、教育部博士点基金(No．200403057002)和 

科技部国家科技合作项 目(No．2006DFA22230)资助 唐旭清 副教授，在职博士生，主要研究方向为智能计算、粒度计算、数学建模和生物信 

息处理；朱 平 副教授，主要研究方向为代数理论和方法、生物信息处理和计算机科学；程家兴 教授，博士生导师，主要研究方向为智能计 

算、最优化理论和方法。 
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题的求解，而且能够很快地从一个粒度世界跳到另一个粒度 

世界，往返自如，毫无困难。这种处理不同粒度世界的能力， 

正是人类问题求解的强有力的表现”。在此基础上，他们提出 

了用三元组(x，f， 来描述一个问题，其中x是概念论域；f 

(·)表示论域上的属性；T表示论域的结构，它表示论域中 

各元素间的关系。利用概念x上的等价关系R，引入概念论 

域 的一个等价类(或概念簇)划分——商空间[ ](粒度或 

知识基)，不同的等价类就构成了不同的商空间。利用 T是 

拓扑结构或半序结构进行不同粒度间关系的研究。从而粒度 

的计算就转化为研究在给定商空间下的各种等价类之间的关 

系与转换。对于同一问题，可以采用不同的粒度，通过对不同 

粒度的分析、推理获取对原问题的求解。商空间理论的“粒度 

世界模型”建立了一整套理论和相应的算法，并成功应用于启 

发式搜索和路径规划等[1 ̈]。随后，他们又将商空间理论引 

入到模糊集合论中，提出了模糊商空间理论(粒度计算方 

法)[1 ，这为模糊粒度计算提供了强有力的数学模型和工 

具。 

本文在文[13～15]的基础上，将等腰归一化距离引入到 

模糊商空间中，提出了基于等腰归一化距离的模糊粒度空间 

计算理论，使粒度的数值计算具有更广泛的适应范围和更为 

直观的几何解释。结构分析最常用的方法是基于距离。一方 

面，由距离可以直接产生邻域系，进而可产生拓扑结构；另一 

方面，两元素间距离的长度也可直接反映两点间的相关程度， 

即距离越短，它们的相关程度越大，反之也成立。本文研究的 

内容安排如下：在第2部分研究等腰归一化距离与模糊等价 

关系间的关系；在第 3部分，给出模糊粒度空间的基本概念， 

研究它的结构和性质；第 4部分讨论模糊商空间(或粒度空 

间)上的度量。 

下面引入一些基本概念。 

定义 1．1 给定上 x的一个距离d，若满足： 

(1)Vz， ∈X，O≤d(x， )≤1 

(2)Vz， ，zEX在距离序列{d(x， )，d( ，z)，d(z，z)} 

中，任一个值不超过另外两个的最大值，则称 d为x上的一 

个等腰归一化距离。同时也称(1)为归一化条件，(2)为等腰 

条件。若 x上的距离d仅满足条件(1)，则称 d是x上的归 
一 化距离。 

等腰归一化距离的等腰条件显然比距离所要求的满足三 

角不等式条件要强。事实上，Vz， ，zEX，ld(x， )≤n2ax{d 

(z，z)，d(z， )}一 Vz， ，zEX，d(x， )≤d(x，z)+d(z， )。 

为以后使用方便起见，我们将定义 1．1改写成下列等价形式。 

定义 1．2 给定论域 x，设d：X×x—R ，其中R 表 

示非负实数集。若满足： 

(1)Vz∈X，d(x， )一O且 Vz，yEX，d(x， )=O—z— 

(2)Vz， ∈X，O≤d(x， )≤1 

(3)V z， ∈X，d(x， )一d(y，z) 

(4)Vz， ，zEX，在序列{d(x， )，d(y，z)，d(z，z)}中， 

任一个值不超过另外两个的最大值，则称 d为x上的一个等 

腰归一化距离。记 x上所有等腰归一化距离的集合为D 

(X)。 

定义 1．3 给定R∈FEX~X]，其中F[x×x]表示其上 

所有 Fuzzy关系，若满足： 

(1)Vz∈X，R(z，z)一1 

(2)Vz， ∈X，R(z， )一R( ，z) 

(3)Vz， ∈X， 

R(x， )≥sup{ (z，z)，(z， )}} 则称 R是 X上的．rain{R

等价关系

R

Fuzzy 。 

注 1：对复杂系统 x上的Fuzzy等价关系R，只要对其进 

行预处理就可满足： 

V z，yE X，R(x， )一1一z— (1_1) 

事实上，只需将关系值为 1的元素合并成一个元素即可。 

因此，以下仅对满足条件(1．1)的Fuzzy等价关系讨论。 

定义 1．4 给定 X上的一个关系R，若满足： 

(1)Vz∈X，都有(z，z)∈R 

(2)Vz，yEX，(z， )∈R一 ( ，z)∈R 

(3)Vz， ，z， 

(z， )∈R，( ， )∈R一 (z， )∈R 

则 R称是x上的一个(普通)等价关系。 

2 等腰归一化距离与模糊等价关系 

定理2．1 给定论域 x上的一个等腰归一化距离甘给定 

论域x上的一个Fuzzy等价关系。 

证明：“ ”设 dED(X)，定义如下关系 R：V,27， ∈X，R 

(z， )=1--d(x， )。易知R满足 自反性和对称性，O≤R(z， 

)≤1，且V,27， ，zEX，d(x， )≤max{d(x，z)，d(z， )}一1 

--

d(x， )≥1一m x{d(x，z)，d(z， )}=min{1--d(x，z)，1一 

d(z， )}，从而 R(x， )>~min{R(x，z)，R(z， )}一R(z， )≥ 

sup{rain{R(z，z)，R(z， )}}。 

从而R是X上的一个Fuzzy等价关系。 

“ ”设R是x 上的一个模糊等价关系，定义如下 d： 

Vz，yEX，d(x， )=1一R(z， )，则显然 d满足对称性，,27， 

∈,27，O≤ (z， )≤1，且 

(1)Vz∈X，R(z，z)一1一 (z，z)=0，且 Vz， ∈X，d 

(z， )=O—R(z， )=1一z= ； 

(2)由定义 1．3知：Vz， ∈X，R(x， )≥ uP{min{R(x， 

z)，R(z， )}} (z， )≥min{R(x，z)，R(z， )}一1一R(x， 

)<~max{1一R(z， )，1一R( ， )}，即 d(x， )≤m x{d(z， 

z)，d(z， )}。同理可证：d(x，z)~<max{d(x， )，d(z， )}，d 

(z， )<~max{d(x， )，d(x，z)}。 

因此 ，d是X上的等腰归一化距离。 

定理2．1说明了给定x上的一个Fuzzy等价关系与给定 

x上的一个等腰归一化距离是等价的，且从证明可以看出，它 

们的量值间具有互补关系，但等腰归一化距离比模糊等价关 

系具有更强的直观(或几何)解释，便于在应用中掌握。我们 

知道在距离空间中，两元素间的距离的长度可直接反映两元 

素间的相关程度，即距离越短，它们的相关程度越大，反之也 

成立。一般地 X上的等腰归一化距离与x上的模糊等价关 

系有着什么样的对应关系呢?下面我们就来研究这种对应关 

系。 

定理2．2 设dED(X)，给定映射，：[O，1]一[O，1]，其 

中厂(·)是严格单调递增函数，且 厂(1)一1，定义x上的一个 

关系R ：Vz，yEX，R(x， )一厂(1一d(x， ))，则 R是 X上 

的一个模糊等价关系。 

证明：由dED(x)，易知R满足对称性，且 

(1)V,27∈X，d(x，z)一0 (z，z)一 厂(1--d(x，z))一1 

(2)由dED(X)，则由定理 2．1的证明知：1--d(x， ) 

≥min{1一d(z，z)，1一d(z， )}。而 厂(·)是一个严格单调 

递增函数，因此有：，(1--d((z， ))≥min{厂(1--d(x，z))，f 
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(1--d(z， ))}一R(z， )≥min{R(z， )，R( ， )}。从 而 

Vz，yEX，R(x，y)j>sul?~min{R(x， )，R(z， ))}。 

因此R是x上的一个模糊等价关系。 

定义2．1 在定理2．2中，称R是由x上等腰归一化距 

离d诱导的x上的模糊等价关系，而 厂称为相应的诱导映 

射。 

定理2．3 设R是x上的一个模糊等价关系，给定映射 

g：r-o，1]一[0，1]，其中g(·)是严格单调递增函数，且 g(0) 

一0，定义 d：Vz，yEX，d(x， )一g(1--R(x， ))，贝U d∈D 

(X)。 

证明：因R是X 上的模糊等价关系及由g满足的条件易 

知：Vz， ∈X，0≤d(x， )≤1且 d满足对称性。 

(1)Vz∈X，R(x，z)一1一 (z，z)一g(1一R(z，z))一g 

(0)一o 

(2)因条件知：Vz，yEX，R(x， )≥suP{min~R(x， )，R 

( ， )}}一R(z， )≥min{R(z， )，R(z， ))一1--R(x， )≤ 

I'I~X{1--R(x， )，1--R(z， ))，由g(·)是单调递增函数可 

知：g(1--R(x， ))≤max{g(1一R(z， ))，g(1--R(z， ))}， 

即d(x， )≤max{d(x， )，d(z， )}。同理可证 ： 

d(x， )≤max{d(x， )，d(z， )} 

d(z， )≤max~d(x， )，d(x， )} 

综合(1)，(2)，d∈D(X)。 

定义2．2 在定理 2．3中，称 d是由X上模糊等价关系 

R诱导的x上的等腰归一化距离，而g称为相应的诱导映 

射。 

从定理2．2可知：由于满足条件的诱导映射 厂有无穷多 

个，因此由等腰归一化距离d可诱导无穷多个x上的模糊等 

价关系；反之，由定理 2．3也可得到类似的结果。由于定理 

2．2中的诱导映射厂与定理2．3中诱导映射g之间不存在必 

然的联系，因此x上的等腰归一化距离与x上的模糊等价关 

系之间都是一个对应无穷多个的关系。 

3 模糊商空间的基本概念与性质 

定义3．1 设 R是x上的一个模糊等价关系，V ∈Fo， 

1]，R 表示R的截关系(注：R 是一个普通等价关系)，即R 
一 {(z， )lR(x， )≥ )。记R 的等价类Fx-1 ，x( ) {[z l 

z∈X)，Fx-1 一{ lR(x， )≥ ，yE X)，则称Fx-1 是R在 X 

上关于 的等价类，x( )称为R在x上关于 的粒度(或商 

空间)。 

R(X)一{X( )l 0≤ ≤1)称为 R在X上粒度空间。 

(X)一{R l 0≤ ≤1)称为 R在X上引导的截关系集。 

事实上，Fx-1 就是普通等价关系R 的等价类，而x( ) 

就是 R 对应的商空问。在定义 3．1中，对不同的 ∈Eo，1-1， 

所对应的截关系 R 及 商空间 x( )是不相 同的。那么 

(x)， R(X)有着怎样的结构呢? 

定义3．2 若 x上任意两个等价关系R ， ，若Vz，yE 

x，(z， )ER 一(z， )∈R2，则称R2不比R 细，记为R2≤ 

R1； 

若Vz，yEX，(z， )∈Rl一(z， )∈R2，且存在 o，yo∈ 

x，使得(zo， )ER2，且(zo， ) R1，则称R 比R2细，记为 

R2<R1。 

性质3．1 设R是x上的一个模糊等价关系，则R在x 

上的截关系集 ％(X)是～个有序集 ，且 V ， 2∈Eo，1-1， ≤ 

· ]44 · 

2—兄 ≤ ，。特别地，V ， ∈D， < 2一兄 <R，，其中 

D一{R(x， )}z， ∈X}。 

证明：V 1， 2∈Fo，1-1， 1≤ 2，(z， )∈R。一R(z， )≥ 

2一R(z， )≥ 一(z， )∈R ，从而 R ≤R，。特别地， 

V 1， 2∈D， l< 2，存在 z0， ∈X，使得R(x0， )一 1< 

2 ，从而(勘 ，y0)∈R ，且(zo， ) R，，因此 R ≤R。。 

定义 3．3 给定 X上的两个粒度(或商空间)X( )，X 

( 2)。若Vz∈X，都有Fx-1 [z] 。，则称粒度x( 2)不比x 

( 1)细，记为 X( 2)≤X( 1)； 

若Vz∈X，都有Fx-1 Fx-1h，且存在 zo∈x，使得 

[zo]̂_c[-xo] 。，则称 x( )比x( 2)细(或称x( 2)是x( 1) 

的商空问)，记为 X( 2)<X( )。 

性质 3．2 给定x上的一个模糊等价关系R，则其的粒 

度空问 R(x)构成一个有序集，且V ， 2∈Fo，1-1， ≤ 2一 

X( 1)≤X( 2)。特别地，V 1， 2∈D， 1< 2一 X( 1)≤X 

2)，其中D一{R(x， ){(z，yEx)}。 

证明：证明过程类似于性质 3．1的证明，此略。 

定义3．4 X上有序的粒度空间也称为x的一个分层递 

阶结构。 

由性质 3．1和定理 2．2直接推得： 

推论3．1 给定了x上的一个等腰归一化距离，则给定 

了x上的一个分层递阶结构。 

事实上，推论 3．1之逆命题也成立，即： 

定理3．1 给定 x上的一个分层递阶结构，则给定了x 

上的一个等腰归一化距离。 

证明：设 (x)一{x( )l 0≤ ≤1)为 x上的一个分层递 

阶结构。定义 d：Vz，yEX，d(x， )： i
—

nf
一

{ lyE Fx-1 )。 

易知 d满足归一化条件。由yE Fx-1 一z∈Fy-1 知 d满足对 

称性，且 

(1)Vz∈X，d(x，z)一 j nf { lz∈Fx-1̂)一0 

(2)Vz， ， ∈X，由max{d(x， )，d(z， ))一m x{inf
一  

{ lz∈[ 1)，inf{ lyE[ 1)) 

不妨设 

do一 inf { lz∈[ )≥ inf { l ∈[ ) 
∈̂Co，1] ∈̂Lu，1] 

— — 方面，max{d(z， )，d( ， ))一 inf一 { lz∈[ ]̂)一 

do，由下确界定义知：V￡>0， ∈Fo，1-1，使得z∈[ ] ，do 

≤ < +￡；另一方面，由do≥ 
⋯
inf { l ∈[ 1)，存在 2∈ 

[0，1]，使得yE[ l， 2≤ ，于是 yE[ ] [ ]̂_。由z∈ 

[ ]̂_，从而[zl 一[ ]̂_=[ ]̂_— ∈Fy-1 ，即 ≥ i nf { l 

z∈Fy-1̂)。因此 max~d(x， )，d(z， ))=do> 1一￡≥ inf
一  

{ {z∈[ l}一￡。当 0 时，就有：m．ax{d(x， )，d(z， )}≥ 

d(x， )。 

同理可证 ： 

d(x， )≤max{d(x， )，d(y， )} 

d(z， )~<max{d(x， )，d(x， )} 

故d在x上的等腰归一化距离得证。 

由定理 2．1、定理 3．1和推论 3．1可得如下结论。 

定理3．2 下列三个陈述是等价的。 

(1)给定x上的一个模糊等价关系； 

(2)给定 x上的一个等腰归一化距离； 

(3)给定 x上的一个分层递推结构(或有序的粒度空 

间)。 
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注 2：定理3．2与文[15]中基本定理的不同之处就在于 

命题(2)。文[15]中所指的商空间是一个特指的商空间，即本 

文中的x(1)。由注1知x(1)=x。同时，本文建立了模糊粒 

度空间的严格有序的理论体系。 

由性质 3．1，性质3．2直接推得； 

推论3．2 V l， 2∈[O，1J，R <R， x( 1)<x( 2)。 

4 粒度空间上的度量 

由基本定理我们知道：给定x上的一个模糊等价关系， 

就给定x上的一个等腰归一化距离d，同时也给定x上的一 

个粒度空间 R(x)，那么粒度空间 R(x)上的度量又是怎 

样的呢?它与等腰归一化距离d是什么关系?下面就来回答 

这些问题。 

定理4．1 给定 x上的一个模糊等价关系R，d是R诱 

导的x上的一个等腰归一化距离，相应的诱导映射为 g。X 

( )是R引导的x上的任一粒度或商空间。定义 ：Va，b 

∈X( ) 

(口，6)一inf inf{d(x， )} (5．1) 

则 是x( )上的一个等腰归一化距离。 

证明：由条件知：d(x， )一g(1--R(x， ))，映射 g：Eo， 

1]一[O，1]，其中g(·)是严格单调递增函数，且g(O)一O。由 

dED(x)及 的定义，易知 满足归一化条件及对称性，且 

Va∈X( )， (口，口)inf inf{d(x， ))=O。下证 在XGt)上 

满足等腰条件。首先证明 

V 1， 2∈a， a，R(xl， )=R(xz， ) 

由 1， 2∈a，Y 口— R(xl， 2)≥ ，且 R( l， )< ，R 

( z， )< 。由于R是x上的模糊等价关系，因此有 

R(x1， )≥min{R(xl，x2)，R(x2， )}一R( 2， ) 

R(xz， )~min{R(xt，x2)，R(xl， )}=R(xt， ) 

即VXl， 2 Ea， 硭口，R(xt， )=R(xz， )。 

进一步有：V,TEl，X2∈a，Vyt，yz∈6，口≠b，R(xt，y1)一R 

(xz，yz)。因此 V l，x2 Ea，Vyl，yz∈6，口≠b，d(xt，yx)=g 

(1一R( l， 1))=g(1一R( ，yz))=d(xz，yz) 

Va，6，c∈X( )， l∈a，yl∈b， l∈c— (口，6)一inf inf 
xEa yEb 

{d(x， ))=d(xt，Y1)≤max{d(xt，z1)，d(z1，yt)}=max{ 

(口，c)， (c，6)}。 

同理可证： 

(口，c)≤max{ (口，6)， (c，6)} 

(c，6)≤max{ (口，6)， (口，c)} 

故 在x上的等腰归一化距离得证。 

定义4．1 在定理4．1中， 称为模糊等价关系R诱导 

的等腰归一化距离 d在粒度 XGt)上的压缩距离。 

定理 4．1给出了x上的模糊等价关系R诱导的等腰归 
一 化距离d与其引导的粒度(或商空间)XGt)上度量之间的 

关系，同时通过诱导的等腰归一化距离 d建立了粒度空间 

R(x)上的距离。对任一粒度 XGt)的距离 ，相当于诱导 

的等腰归一化距离 d在X( )上的压缩距离，且保持了等腰归 
一 化的特征。其中 的定义也符合数学上的一种习惯，即两 

集合间的距离等于两集合上任意两点间距离的下确界。从定 

理5．1的证明我们不难得到 简化形式，即 

推论 4．1 在定理 4．1中，Va，bEXG)， 

， ， 、 f 0， a=6 以‘

。’ 一I ( ， )， 口Cb，v ∈口， Eb 

结论 本文将等腰归一化距离引入到模糊商空间中，提 

出了基于等腰归一化距离的模糊粒度空间理论。研究了它的 

结构和性质，并得到了三个重要结论。首先，下面3个叙述是 

等价的(定理3．2)：(1)给定 x上的一个模糊等价关系；(2) 

给定x上的一个等腰归一化距离；(3)给定 x上的一个分层 

递阶结构(或有序的粒度空间)。其次，讨论了等腰归一化距 

离与 Fuzzy等价关系间相互确定的对应关系，且都是一对多 

的关系(定理2．2，定理 2．3)。最后，给出了通过x上的模糊 

等价关系R诱导的等腰归一化距离d确定其引导的粒度上 

的距离，且这个距离正好是 d在此粒度上压缩的等腰归一化 

距离(定理4．1)，同时给出了确定粒度空间上等腰归一化距 

离的方法。 

这些研究工作一方面为模糊商空间上的粒度计算提供了 
一 整套的理论和方法，为粒度计算的理论研究和应用提供了 

强有力的数字模型和工具；另一方面，这些研究结论使得模糊 

商空间的粒度计算可以在等腰归一化距离的范畴内进行，为 

模糊商空间的粒度计算提供了更为直观的几何解释。 

致谢 感谢博士生导师张铃教授在本文完成过程中提供 

了许 多有益的建议。 
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