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粗糙几何及其在脱机手写数字识别中的应用 ) 
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摘 要 粗糙几何学将粗糙集理论应用于几何学之中，利用图形的上近似变换，在更粗糙的粒度上构造并分析几何图 

形。本文着重介绍了粗糙几何学的研究动机和理论基础 ，同时将其应用于脱机手写数字识别，并对粗糙几何未来的研 

究方向进行 了展望。 
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Abstract Rough geometry is the result from applying the rough set theory to the traditional geometry．In the new the 

ory，the geometric configuration can be constructed by its upper approximation at different levels of granularity．This 

paper focuses on the introduction of the motivation and the foundation of the rough geometric theory and then we apply 

it to the offqine handwritten digit recognition．Finally，we present the future research perspectives about the rough ge— 

ometry． 
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1 粗糙几何研究的动机 

欧几里德几何统治了世界两千年，但欧几里德几何中“没 

有长度，没有宽度，没有厚度的点”，“没有宽度，没有厚度的 

线”在现实世界中是无法做出的，例如在屏幕上显示的线都是 

有宽度的。而屏幕中的点和线具有尺寸的原因在于对给定的 

分辨率，一个像素中的欧几里德点是不可区分的。 

■ ■ 
图1 屏幕中的欧几里德线 图2 覆盖线的像素 

如图1、2所示，屏幕上显示的欧几里德线实际上是由覆 

盖这条线的像素组成，即是由与它相交不空的等价类组成，也 

即是它的上近似(显然这种情况下近似是空)。因此，相关研 

究将粗糙集理论应用于几何学之中，提出了粗糙几何学 。 

2 粗糙几何的理论基础 

2．1 粗糙集方法 

简单介绍与粗糙几何相关的粗糙集理论 。，胡的基本概 

念。 

设信息系统 s一(u，A)。其中u是一个非空的有限样本 

集合，A是一个非空的有限属性集合。对于每一个属性子集 

B A决定 了如下一个 二元 的不可 区分关 系 tNDs(B)： 

INDs(B)一{( ， )∈UXUl VaEB，口( )一口( ))。由此形 

成的不可区分关系 INDs(B)具有自反性，对称性及传递性， 

因此，INDs(B)是一个等价关系，将在样本集u上形成一个 

划分 。 

对于一个等价关系R，任意样本 ∈U在其划分下所对 

应的等价类定义为如下集合：[ ]R一{YlyEU x̂Ry)，显然 
一 个等价类中的样本是不可区分的。简便起见，将用[ ] 来 

表示属性子集B A对应的 在等价关系INDs(B)下所形 

成的等价类。 

对于信息系统 s一(u，A)，设样本子集 x u，属性子集 

B A，可以用B所含的信息来描述x，即构造 x的上，下近 

似。定义旦x一{ l[ ] x)为 x的下近似，BX={ l[ ] 

nx≠ )为x的上近似。 

2．2 粗糙几何中的基本概念 

作为一种新的非欧几何，粗糙几何学将粗糙集理论中的 

等价类及近似概念应用于几何学之中，对于用等价类构造的 

全新的几何对象，很多概念和性质都需要严格的定义。下面 

介绍一些粗糙几何学中的基本概念。 

定义2．1 粗糙空间，粗糙点，粗糙图形 

设 是从统到统的一个满射，V ，Y∈统，若有 ≤ 

( )≤ ( )，则称 是从统到统的一个同态，同时定义 的同 

态核为KP 一{( ， )∈统×统l ( )一 ( ))，显然是 统上的 
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一 个等价关系。 是一个 维欧几里德空间。在 中由 

Ker~o定义的不可区分关系“≈ ”如下：点(z ”，z )与(Y ， 

⋯ ，Y )是不可区分的，当且仅当( ，Y )EKer~o，(z2，Y2)E 

Ker~o，⋯，( ，Y )EKer~o。显然≈。是 自反 的，对称的，传递 

的，因此≈ 也是 上的一个等价关系(当 —l时，≈。就是 

Ker~o)。 

定义 2．1．1 对于 上的一个等价关系≈ ，称≈。划分 

的 所有等价类集合 ／≈ 为一个粗糙空间。 

定义 2．1．2 对于 卜的一个等价关系≈ 形成的粗糙 

空间 ／≈。，称粗糙空间中的一个元素为一个粗糙点。 

定义 2．1．3 对于 上的一个等价关系≈。形成的粗糙 

空间 ／≈。，称粗糙空间中的粗糙点子集为一个粗糙图形。 

定义 2．2 粗糙子空间，粗糙父空间 

设 ／≈ 及 ／≈z是两个粗糙空间，若 ／≈ 的每个 

粗糙点都是 ／≈z的某个粗糙点的子集，则称 ／≈ 是卵／ 

≈z的子空间， ／≈2为 ／≈ 的父空间，并且记为： ／≈ 

≤ ／≈2。 

我们还定义 一个特殊的粗糙空 间 ／一为 {{( ，⋯， 

磊)}l(z 一，z )E }，即 ／一是每个等价类都只含一个 

欧几里德点的粗糙空间。不区分一个元素与只含一个元素的 

集合，则 ／一就是 ，就是普通 维欧几里德空间。规定 

／一是所有粗糙空间 ／≈。的子空间。 

定义2．3 图形的上近似变换。设 s是某个粗糙空间 

／≈ 中的图形，则 S在另一个粗糙空间中 ／≈z的上近 

似及下近似分别记作U~。(s)及 L 。(s)，如图3、4、5所示， 

当 ／≈ ≤ ／≈ ，称U (s)为s的“上近似变换”。 

■ 一 一 
吼一／=空问中的线 线在吼 ／ 中的变换 线在吼 ／--2中的变换 

图 3 图 4 图 5 

2．3 上近似变换的几何不变性 

英国数学家 Felix Klein将不同的几何学定义为研究不 

同变换下的几何不变性的科学。例如投影几何就是研究投影 

变换下图形不变性的科学。在粗糙几何学中将研究图形的 

“上近似变换的几何不变性”。它具有如下性质： 

性质 2．1 由粗糙子空间到其对应的粗糙父空间的上近 

似变换中，粗糙点不变。 

性质2．2 由粗糙子空间到其对应的粗糙父空间的上近 

似变换中，两粗糙点间相对位置不变。 

性质2．3 由粗糙子空间到其对应的粗糙父空间的上近 

似变换中，粗糙线段不变。 

性质 2．4 由粗糙子空间到其对应的粗糙父空间的上近 

似变换中，粗糙图形凹凸性不变。 

性质2．5 由粗糙子空间到其对应的粗糙父空间的上近 

似变换中，粗糙图形相交性 ，通过性不变。 

性质2．6 由粗糙子空间到其对应的粗糙父空间的上近 

似变换中，粗糙图形对称性不变。 

性质2．7 由粗糙子空间到其对应的粗糙父空间的上近 

似变换中，粗糙图形两点间距离相等性不变。 
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3 粗糙几何在主曲线中的应用 

主曲线概念是Hastie和Stuetzle于1984年提出的[4]，主 

曲线是通过数据分布“中间”并满足“自相合”的光滑曲线，其 

目的是根据给定的数据集合寻找通过数据分布“中间”的曲线 

和曲面，使其能够在低维空间真实地反映数据的形态。主曲 

线对数据信息保持性好，其理论基础是寻找嵌入高维空间的 

非欧氏低维流形，是线性主成分的非线性推广l5]。基于以上 

优良性质，主曲线研究 自20世纪 9O年代以来取得了较快的 

发展 ，且研究成果已经广泛应用于计算机处理的实际问题之 

中，如线性对撞机中电子束运行轨迹的控制，图像处理中辨识 

冰原轮廓，脱机手写体数字及字符的主曲线识别[6 等。 

由于主曲线的理论基础是寻找通过数据分布“中间”并满 

足“自相合”的光滑曲线，这样，多种主曲线算法的复杂度就与 

初始数据规模紧密相关。但是，在实际应用中，我们也许不必 

遍历全部初始数据以生成数据分布的“骨架”，只需要选择可 

以代表数据分布的典型数据来生成主曲线以提取数据分布的 

近似特征，达到识别目的。例如，在数字或字符的识别过程 

中，现有的方法主要由图像中待识别对象的像素数据集合生 

成的主曲线来获取其结构特征，然而，依据粗糙几何学的上近 

似变换不变性，如凹凸性不变，通过性不变等，我们可以在更 

粗糙的粒度下看待识别对象，在更粗糙的几何空间中生成对 

应的主曲线对其进行特征抽取。这样不仅可以极大地缩小主 

曲线算法在识别任务中处理的数据规模，提高算法效率，使实 

时处理成为可能，而且可以在一定程度上减小噪声数据在识 

别过程中的影响，突出识别对象的结构特征。 

综上所述，我们将粗糙几何应用于基于主曲线的脱机手 

写数字识别任务中，做一些简单的探索性工作。实验中采用 

推广的多边形(PL)算法来提取手写数字的骨架结构。实验 

采集到的数据见表 1，可以看到主曲线算法在不同粗糙空间 

中对手写数字的识别效果。实验采取屏幕上的单位像素作为 

粗糙空间中可度量的最小等价类( 一1)，对应形成的粗糙空 

间为sPACE(1)，并且选取了五个不同的粒度来形成对应的 

粗糙空间。表1分别展示了不同粗糙空间中手写体数字“2” 

在屏幕上的显示效果，形成的待识别的二维数据点集合以及 

对数据点集合采用主曲线算法进行识别得到的数字骨架。 

表 1 主曲线算法在粗糙空间的手写数字识别效果 

SPACE(1) SPACE(2、 SPACE(5) SPACE(8) SPACE(101 

，) 0 
_●： ·-一  ．_E：．．一  ●；·-一  ■-‘_  —r_一 

*
． 

— ～  ．_E 一  脚 * 

’ 

r ／ 
_ ；__一  I ～  

。 

‘ 一  —  癌 ～  

通过实验，我们发现手写体数字的主要结构特征在进行 
一 定范围内的上近似变换过程中损失很小，这与之前所述的 

图形上近似变换的不变性质是一致的。当以更粗糙 的粒 

度[8~1o 视角来看待识别对象时，构成粗糙图形的等价类集合 
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集，不与其它任务共享。各个并行执行的任务之间通过显示 

的消息传递来交换数据、协调步伐、控制执行L3j。 

在贸易地图生成软件中应用MPI并行编程模型，需要重 

新设计一个基于MPI的调度模块。由于把生成贸易地图作 

业分解成多任务后，各任务的执行相对独立，不存在通过显示 

的消息传递来交换数据、协调步伐 ，而在 MPI模块中唯一可 

以控制的消息传递是对任务数量进行广播，这不是问题的关 

键。因此，在并行处理方案中选择何种编程模型，需要把握原 

系统的特征，确定系统性能瓶颈。同时也说明不是所有的问 

题都适合消息传递编程模型。所以贸易地图生成软件采用的 

足基于参数扫描分析的并行处理方案。 

5 并行处理方案的性能评测 

贸易地图生成软件并行处理方案性能评测的主要内容 

是：测加速比和并行效率。加速比和并行效率是最传统的并 

行算法评价标准，它体现并行机上运行并行算法，求解实际问 

题所能获得的性能。对求解具有相同规模的统一问题，并行 

算法加速比可定义为 

sv—rsf1P 

其中 为最佳串行算法在单处理机上的运行时间；Tv为并 

行算法在并行机上使用 P台处理机所需时间。相应并行效 

率可定义为： 

Ep=SP／P 

式中：P为处理器数_4]。本方案在测试时，保证了任务规模、 

机器硬件配置，以及其他环境相同。测试数据如表1所示。 

由表 1可知，并行计算随着节点数的增加，完成整个作业 

的时间明显缩短。但由于网络存在通信和延时的问题，造成 

相应的加速比值低于理想状态以及并行效率的下降。 

结束语 本文通过对贸易地图生成软件主要特征的分析 

和研究，明确了系统运行性能瓶颈，把基于参数扫描分析的数 

据并行编程模型应用到系统中，缩短了生成单个贸易地图的 

时间，提高了批量生成贸易地图的效率，改善了系统的整体性 

能。通过对并行计算方案的研究，探讨了数据并行中参数扫 

描分析任务调度策略的使用范围和特征，并且在集群上实现 

了这种任务调度策略，从性能测试数据证明达到了预期成果。 

最后还简要分析了MPI消息传递编程模型的使用特点。 

表 1 并行方案性能测试表 

测试次数 串行／并行(s／p) CPU个数 时问(s) Sp Ep 

S 1 5642 1 1 

1 P 2 3241 l|7408 0．8704 

P 4 1999 2．8224 0．7056 

S 1 6076 1 1 

2 P 2 3418 lI 7776 0．8888 

P 4 2077 2．9254 O．7314 

S 1 5680 1 1 

3 P 2 3192 1．7794 0．8897 

P 4 1987 2．8586 0．7147 
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就是在更粗粒度上代表数据分布特征的点集，应用主曲线算 

法对更粗粒度上的点集进行识别，仍然可以得到对象比较完 

整的结构信息，从而达到理想的识别效果。在更粗糙的空间 

中运用主曲线算法对识别对象进行特征抽取，待处理的数据 

规模，主曲线算法的迭代次数以及生成的主曲线数据规模都 

成倍减少，从而极大改进了算法的执行效率。 

总结 粗糙几何学将粗糙集理论应用于几何学之中，利 

用图形的上近似变换 ，以更粗糙的粒度构造并分析几何图形， 

带领我们进入了一个崭新的，更贴近实际的几何空间。本文 

上述章节着重介绍了粗糙几何学的研究动机和理论基础，并 

对其在脱机手写数字识别领域中的应用前景做了探索性的研 

究工作。 

粗糙几何是崭新的几何学，其理论及应用的各个方面仍 

有待不断完善改进，但它开始引导人们在不同的粒度空间中 

审视传统的几何图形，以更新 、更现实的视角来发现并分析几 

何图形的重要性质。粗糙几何学不仅具有深刻的理论意义， 

而且在图像分析，图像压缩以及模式识别领域具有广泛而直 

观的应用前景。 
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