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Abstract Spatial reasoning is a hot spot of artificial intelligence areas。and diffusely applied in areas such as geo— 

graphical information systems，robotic，high level vision。apprehends of natural languages，engineering design·and 

commonsense reasoning about physical situations．This paper summarizes and discusses the representation of geometry 

of spatial objects roundly． 
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1 引言 

空间推理是指利用空间理论和人工智能技术对空间对象 

建模、描述和表示．并据此对空间对象问的空间关系进行的定 

性或定量的分析和处理过程。目前．空间推理被广泛应用于地 

理信息系统、机器人导航、高级视觉、自然语言理解、工程设计 

和物理位置的常识推理等 ，是人工智能领域的一个研究热 

点 · 。 

不同的空间对象可能需要不同的空间几何结构来表示， 

空间对象的几何表示是描述空间对象和空间对象问空间关系 

的基础。 

2 几何结构 

几何结构是对不依赖于几何图形具体位置的几何图形属 

性的抽象．所谓不依赖于几何图形具体位置的几何图形属性 

是指在某些转换下保持不变的几何图形的性质[3]。几何图形 

是几何个体或几何个体布局的等价类，不同的几何图形通过 

某些转换后可能相互重合。几何布局的性质．即表示几何图形 

的n元组通常被称为空问关系。 

转换是针对于几何个体的操作．转换可以改变几何个体 

某些性质并且使某些性质保持不变。例如，用于平面上的两个 

三角形布局的平移，虽然改变两个三角形的位置．但是两个三 

角形的大小和它们的顶点之间的相对距离并没有改变。直接 

等距．即旋转加平移，用于三角形的布局时．虽然没有改变顶 

点之间的距离，但是在旋转的情况下．顶点在直线上的投影顺 

序可能被改变了。 

转换组是转换的集合 T。组合操作，即 t，一t a t：．t。∈T． 

可以组合两个转换为一个更加复杂的转换，组合操作具有如 

下性质 ]： 

·组合操作是封闭的．例如，任意平移的组合仍然是平移； 

·组合操作满足结合律，即t 。(t2·t3)=(tt。t2)。t3； 

·存在全同转换 ，0∈T：全同转换可以把任意几何个体的 

布局转换为它本身，如零距离平移； 
·对于每个转换 t∈T。都有一个逆转换 t ∈T．使这二者 

的复合为全同转换：t·t ∈0。 

几何结构研究在特定的转换组下 ．保持不变的几何图形 

的性质或保持不变的几何图形的布局 ]，由某些转换组建立 

的不同的几何结构如表1所示。 

表1 几何结构的实例[ ] 

几何结构 转换组 不变的性质 

位置一不变(L) 全同映射 位置 

平 移一不 变 平移 距离、点一布局的顺序类型、重叠 

(T) 区域、⋯ 

直 接一等 距 距离、图形顶点顺时针方向、面 

(D) 
旋转．平移 积

、重叠区域、⋯ 

等距(I) 旋转，平移，反射 距离、面积、相似性、重叠区域 

相似(A) 等距+变焦 角，距离比例．相似性 

仿射 线性转换 共线性、邻域 

各向同性(3) 无反射同态 邻域、图形顶点的顺时针顺序 

拓扑(H) 同态 邻域，连通性 

5 位置 

几何结构是从个体和个体的布局到几何图形的抽象技 

术．即个体和个体布局的公共等价类。位置是空间个体和基准 

框架之间的关系。位置相同的个体在一个特定的基准框架内 

构成了等价类[．]。在图1中，基准框架是由直线{g1，gz．g，，g．} 

来定义的．这些直线产生了一个平面划分．划分的区域被标注 

为 N、NE、⋯、NW、O．{I1．Iz．I，．I．}是个体．基准框架内个体的 
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位 置是由{g-．g：．g，．g }给出的．{g-．gz．g，．gt}被定义为与个 

体部分或全部重叠的划分区域的标识符的集合．划分区域的 

标识符是基准框架中表示位置的坐标 ．个体占据的位置集合 

定义了个体的位置。位置定义域是坐标集合{N．NW．⋯NW． 

O}的幂集。如果两个个体具有相同的位置(例如lz和I3)．则这 

两个个体相等。 

基准框架有不同的类型，基准框架通常产生于一个有限 

的空间划分。坐标的语义表示位置．位置是根据嵌入空间的基 

准框架、基准框架结构和位置定义来确定的。在图1中．令线 

g。和g2对应纬度的投影．g，和 g．对应经度的投影 ．则位置N可 

以被解释为位置 O(基准对象的位置)的北面。 

个体定义域的几何结构是根据坐标空间的结构．即基准 

框架和位置定义来保存的。在图1中，根本无法保存共享同一 

个位置的几何个体的几何区别．即无法说明布局(1。，l，)的几 

何性质 ．既不能说明布局(1。．1，)拓扑关系．也不能说明 l。和 I， 

之间的距离。 

最常用的是由n个实数方向轴给出的基准框架内的位 

置。坐标空间是由 的基准框架．即 n元实数叉积来建立的。 

位置是实数 n的元组的集合。 

幽 g3 
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图1 基准框架内个体的位置 

4 几何结构的表示 
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4．1 根据R。中的位置表示几何结构 

为了尽可能地表示无限的点集并且为几何图形建模．就 

要根据它们在由实数轴提供的有序基准框架内的位置．通过 

有限的语言方法来实现。分析几何是基于基准框架中几何图 

形位置的有限表示的点集的几何性质的数学理论，基准框架 

是由 n个有向实线的坐标轴系统和相应的坐标空间 给出 

的。一般来说，分析几何不能在计算机上完全实现，因为实数 

不能被有限地表示Ⅲ。近来．关于分析几何的子语言方面的研 

究很多．研究哪种子语言可以在计算机上被有效地实现。 

J 

5 
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Fl={(x，y)I X2+y ≤1) 

F2：{(x，y)J 0 Y—1) 

图z 半代数集合 

任意图形的几何结构都是可以通过半代数集合Ⅲ来定 

义，半代数集合的表示形式为：F={x ”．x Ix ．．，x ∈R。 

圣(x -．-X )}公式 定义了集合 F．集合 F的成员是所有满 

足 ．即使 为真的n元组。在这里，我们认为公式 是由有 

限个与或形式的多项式不等式组成的，多项式不等式的形式 

为 P≤Q，这里 ．P和 Q是具有有理系数的实变量多项式(图 

z)。具有这种结构的公式 被称为半代数公式。在这篇文章 

的其余部分．这些公式被称为 FO+poly。值得注意的是系数 

必须是有理数，并且这个有理数可以被有限地表示[6]。几何图 

形上的操作被建模为点集，操作通常可以在没有明确地计算 

坐标值的情况下定义。 

虽然基于 FO+poly公式上的操作的半代数集合推理是 

可判定的．也就是说可以自动完成，但是非常复杂。许多子语 

言具有低复杂性．最令人感兴趣的实际应用的子语言被称为 

FO+liner[8】。在 FO+liner中，多项式是线性的并且系数的值 

域是实数．相应的点集是半线性集合(例如图2中的F：)。半线 

性集合可以通过线性多项式形式的不等式 ．即线性约束来表 

示 ．存在有效的推理过程。线性不等式表示半平面．线性不等 

式的与表示半平面的交集．有线个线性不等式的与表示凸多 

边形。线性不等式的与一或式可以表示非凸的多边形．如图3N 

示 。 

线性约束表示的优点是区域可以在计算机中被正确地完 

全地表示。诸如半线性集合的并、交之类的操作可以在没有近 

似的情况下有效地执行。实数的近似可以等到特定的实坐标 

需要例化，例如．为了计算一个区域的面积或绘制边界时进 

行。这种线性约束表示的缺点是高度隐含 ：要从图3的形式表 

示中看出哪个公式定义了哪个半平面是非常困难的。更加抽 

象的是没有几何个体的明确表示。可见．基于线性约束的表示 

也有意大利细面条表示n门的缺点。 

Brusse|s (y≤13)A(x≤11)A(y≥1Z)A(x≥10) 

Flandres (y≤17)A(3x一 4y≥一53)A(x一14≤ 一 

150)A(X+ Y≥ 45)A (4x— Y≤ 78)A 

(．7((y≤13)A(x≤ 11)A(y≥12)A(x≥ 

10))) 

图3 利用不等式表示区域 。】 

4．2 R‘抽象位置的几何结构表示 

如果我们放弃 中的位置概念．则我们无法利用它的代 

数结构进行表示和推理。个体定义域的抽象方法是选择其它 

的几何结构．即可以减少个体问的区别的几何结构．表示更大 

的几何图形类。 

·个体定义域的抽象 从几何结构 geol到几何结构 geo2 

的几何抽象方法是：通过属于一个转换 t ．t ∈Gr。来表示几何 

结构 geol的几何图形信息．通过属于另一个转换 t．．t，∈Gr2来 

表示几何结构 geo2的几何图形信息。使 Gr 是 Cr2的子组．即 
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Gr GGr：。令对于任意 n元组来说，几何表示都是完备的，n 

元组是指这个类中几何个体的布局。几何个体定义域被分为 

布局的等价类，布局的等价类可以通过定义了特定几何结构 

的转换组相互转换。 

对半代数集合和它们在 中的位置的抽象的几何结构 

表示是基于符号结构的，符号结构显式地表示了几何图形的 

不变性质：符号结构作为不变量显式地刻画转换组集合的等 

价类。这种用于几何配置的转换不改变它的符号表示。在图4 

中的两个图形结构表示两个不同的空间个体布局的几何结 

构。空间个体是通过平面上的点的子集来建模的。 

a、f3和 7表示二维正则开集，A、B、C和E表示一维开集， 

a、b和 c是平面上的点。a、f3,7、A、B、C、E、a、b、c是显式地指 

定平面上的点和点集的符号。空间布局通过无向图来显式地 

表示：边由一维开集的名称来标注；节点由点的名称来标注， 

这里 ，点或者是一维开集的交集，或者是一维开集的起点，或 

者是一维开集的终点；面由通过边围绕的二维开集的名称来 

标注。 

A b 

C 

A b 

B 

图4 两个等价的PLA结构 ’] 

这种图结构是一个显式地表示了在各向同性转换下保持 

不变的几何性质的符号结构，各向同性转换是一种平面的拓 

扑转换。图4q=的两个布局是由同一个图来表示的。两个布局 

可以通过平面拓扑转换方法进行相互转换。对于各向同性转 

换来说 ，图表示是不完备的[9】．即布局虽然可以由同一图结构 

表示，但是不能由各向同性转换方法进行相互转换。PLA结 

构是扩展的图表示，它既显式地表示了每个点的相邻边和相 

邻面的循环顺序(对于图4中的a来说：相邻边和相邻面的循 

环顺序是[a、B、7、A、7、B])，又显式地表示了无边界区域的名 

称(图4中的 7)。对于各向同性的几何结构来说，PLA结构是 

完备的[】 ，它们可以完全并且显式地表示正则闭集合的各向 

同性。它们 比半代数集合表示更加抽象，因为它们表示一个更 

大的集合类，并且辨别较少的性质。类似 PLA的结构可以被 

广泛地使用。 

·位置定义域的抽象 位置定义域的抽象方法是选择一 

个基准框架并且定义位置，以使确定的个体集合被保存在更 

为一般的几何结构位置定义域中。位置定义域中的临界抽象 

点必须选择“合适”的基准框架，合适程度是根据有限个体集 

合的几何结构的表示来评价的。假设个体是可以辨别的，如果 

位置定义域可以充分地辨别所有选择的个体 ．并且保存了个 

体集合的预期的几何结构，则基准框架“适合于”表示个体集 

合的几何结构。 

在图1中，在辨别 I：和 I 之间的区别时 ，位置定义域是不 

充分的。忽略 I ，则位置定义域保存了布局的拓扑属性在集合 

C中：C={(I ，I4)，(I．，I2)．(I ，I2)}。根据基准框架的结构、位 

置的定义和它们的位置知识，可以导出集合 C中的布局的不 

相交关系。基准框架在保存平移一不变的几何性质时是充分 

的。根据位置知识和基准框架的嵌入知识，即经度和纬度 g 、 

g 和 g 、g4轴的排列，可以导出布局的集合 C。 

考虑平面内的位置 ，一般来说，基准框架内的位置抽象是 

由二个实数轴的系统给出的，基准框架内的位置是由有限的 

平面区域的划分构成的。通常 ，区域划分可以是不规则的，也 

就是说 ，划分元素可以任意地共享区域。一个特例是由图1中 

的9个区域构成规则划分。通过区域划分给出的表示基准框架 

内的区域个体位置。 
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