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Abstract In this paper．we describe in mathematical language a problem of reduction of a functional rule from a 

knowledge representation system(KRS)．Then the invert relations between the reduction of functional rule and the re— 

duction of a family of subsets are discussed in detail．In the big frame，not only a series of new concepts．new prob— 

lems and new theorems are found Out．but also new mathematical descriptions for some original concepts and prob— 

lems in rough set theory are given．Finally based on the theoretical research．an algorithm about reduction of function— 

al rule iS described． 

Keywords Rough set theory．Knowledge representation system．Functional rule tReduction of functional rule．Reduc— 

tion of a family of subsets 

0 引言 

粗集理论[】]是波兰的 Z．Pawlak等一批科学家提出来的． 

被用来研究不完整数据、不精确知识的表达、学习、归纳等。有 

些学者认为它无论在理论和应用上都是一种新的、最重要的 

并且是迅速发展的研究领域 ．为机器学习、知识获取、决策分 

析、数据库知识发现、专家系统、决策支持系统、归纳推理、模 

式识别、模糊控制等提供了一种很有效的数学方法。我们的研 

究思路是从寻找粗集理论与这些实际应用的接 口开始的，如 

图1爵示。文[2][3]是近年来中国出版的粗集理论的专著．比 

较系统地收录和总结了粗集理论在理论和应用方面的成果。 

它们总结的粗集理论在应用方面的研究．大都涉及了决策表 

的简化。这与我们从诸多文献的阅读中得到的结论是相同的。 

可见决策表的简化是粗集理论与实际应用的一个重要接口。 

文Is]比较全面地收集了决策表简化的理论 ．从决策表简化的 

角度来看．我们发现文Is]中与决策表简化相关的内容有三块 
— — 第一块讨论等价关系族的简化和集族的简化(文Is]中第 

四章的1、2、3、4节)．第二块讨论知识表达系统的决策表的简 

化(文Is]中第五章的第5节)，第三块用决策逻辑语言来研究 

知识表达系统决策表的简化(文Is]中第六章的8、9、10、l1 

节)。我们看到在第二块．粗集理论直接把决策表的简化问题 

转化为等价关系族和集族的简化问题来解决，这样的做法导 

致了我们对一些问题的困惑——什么是决策表的简化(在粗 

集理论中，决策表的简化有种种的形式 ，如图1所示)．决策表 

的种种简化与等价关系族和集族的简化有什么关系(在粗集 

理论中．等价关系族和集族的简化也有种种形式．如图1所 

示)。我们从这些困惑出发，做了一系列的工作。这篇论文收集 

了我们一部分工作——知识表达系统函数规则简化的理论基 

图1 本文的研究思路 

-)国家自然科学基金(7997OO25)和国防科研基金(ooJ1s．3．3．JWos28)．李小曩 博士生．研究方向包括知识发现、粗集理论、系统科学及其应 

用．陈绵云 教授。博导．研究方向包括灰色动态建棋与控制、模糊控制与决策、一般系统论及应用． 
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础。我们的工作 目标在于形式化地描述知识表达系统函数规 

则的简化问题，研究知识表达系统函数规则的简化问题与集 

族的简化问题之间的转化关系(如图1所示)。为了说明这些理 

论是有用的，我们给出了一个知识表达系统函数规则的简化 

算法。可以看到 ．这个算法是建立在严密的理论基础上 ，其正 

确性是可以一步一步证明的。本文的工作以及其它的一些具 

体的研究．显示我们的研究思路具有下述的意义，从而证明了 

它的可行性——丰富了粗集理论(我们对知识表达系统相关 

的简化问题给出形式化的描述及其相应的性质．提出了新的 

等价关系族和集族简化的定义及其相关的性质，使知识表达 

系统的简化和等价关系族和集族的简化具有清晰明确的转化 

关系，这都是原有的粗集理论不曾有的)；使相关的简化算法 

建立在严格的理论基础上；使得知识表达系统相关的简化问 

题与等价关系族和集族的简化问题既彼此独立又相互联系． 

不仅便于二者的融合，也便于二者各自独立地拓展；因为所有 

的定义、问题、问题的解决都是用数学语言描述的．这使得知 

识表达系统相关的简化理论具有一定的普适性．不仅适用于 

数据表的简化．任何的实际对象．只要能用知识表达系统来描 

述 ．就有可能用它相关的简化来操作。 

注：为了表达上的方便，本文中使用了一些符号．我们把 

这些符号的意义收集到了附录中。 

1 基本概念 

1．1 知识表达系统 

知识表达系统的形式化描述为 KS一<Universe．Attr)， 

其中 KS代表一个知识表达系统．Universe，Attr都是非空集 

合，并且对V a∈Attr．a是 Universe上的一个映射，即a：Uni— 

verse--*Dom(a)，其中 Dom(a)表示映射 a的值域。我们称 u— 

niverse中的元素为这个知识表达系统的对象．Attr中的元素 

为对象的属性．Attr的子集为属性集。 

1．2 属性的不可分辨关系 

假设 KS=<Universe．Attr)是一个知识表达系统。对V a 

∈Attr．定义 inda一{(z．Y)I z．Y∈Unvierse，并且 a(z)一a 

( )}，称 inda为属性 a的不可分辨关系。容易证明：inda∈ 

Equ[Universe]。对V FC_Attr．F≠ ，记 indF一{inda l a∈ 

F}。 

1．5 知识表达系统的决策规则 

假设 KS=<Universe，Attr)是一个知识表达系统，x∈U— 

niverse．C．D Attr．C，D≠ ，CnD— ．令 Rule(x，C．D)一 

({(a．a(x))I a∈C}，{(b，b(x))Ib∈D })．称 Rule(x．C．D) 

为这个知识表达系统以x为标识．以 c为条件属性集．以D 

为决策属性集的规则。其中称{(a，a(x))I a∈C}为 Rule(x． 

C．D)的条件集合 ，记为 Con(x．C．D)．称{(b．b(x))Ib∈D}为 

Rule(x．C，D)的决策集合．记为 Dec(x，C，D)。如果 Rule(x． 

C．D)满足对V Y∈Universe，Con(y．C，D)一Con(x．C．D)蕴 

含 Dec(y．C．D)一Dec(x．C．D)．则称 Rule(x．C．D)为函数规 

贝0。对V x，Y(Universe，V C．C。，D．D。 Attr，C．C。．D，D。≠ 

，CnD= ，C。nD。一 ．如果 Con(x．C，D)一Con(y， 

C。．D。)并且 Dec(x，C，D)一Dec(y，C。．D。)，则称规则 Rule 

(x，C，D)和 Rule(y．C。．D’)相同，记为Rule(x．C．D)一Rule 

(y，C。，D。)。 

定理1 假设 KS一<Universe．Attr)是一个知识表达系 

统．x∈Universe，C，D Attr．C，D≠j2f，CnD=j2f．则 Rule 

(x。C。D)是函数规则 IFF[x]n ]n． D。 

证 明：首 先证 明如 果 Rule(x，C．D)是 函数 规则．则 

]n． ]n． 。 

V y∈Universe，y6 ]n． ( ，z)∈nindC---~V r6C， 

( ．z)∈ r V r∈C，r(z)=r( ) Rule(x．C．D)是函数规则 

V s6D．s(z)一 ( )一V s∈D．( ，z)∈ 一( ，z)∈n 一 

∈[z]n．． 。 

其 次证明如果Ix]ni Ix]ni ．则 Rule(x，C．D)是函 

数规则。 

假设y6Universe．并且满足V r6C．r( )一r(z)一V r6 

C，(y，z)∈ indr一 (Y．z)∈ n indC— Y∈ [zIn． 

[ ]n． k]n． 
y∈[z]n． 一 ( ．z)∈n indD---~V s∈D， 

( ．z)∈ n ，—-V，∈D，y6 Ix]． —-V，∈D．，(z)一，( )。 口 

2 两个简化问题 

2．1 函数规则的简化问题 

假设 KS一<Universe．Attr)是一个知识表达系统 ，Rule 

(x，C，D)是它的一条函数规则。对V r∈C，如果规则 Rule(x， 

C一{r}．D)是函数规则．则称 r可以从 Rule(x，C，D)中去掉； 

如果对V r∈C，r都不能从 Rule(x．C．D)中去掉 ．则称 Rule 

(x，C．D)是独立的；对V C’ C．C。≠ ．如果 Rule(x．C。． 

D)是函数规则。并且 Rule(x．C。．D)是独立的．则称 Rule(x． 

C‘．D)是 Rule(x．C．D)的简化。记 Reduct(x．C．D)={C。l 

Rule(x．C‘．D)是 Rule(x．C，D)的简化}．称为规则 Rule(x， 

C，D)的简化集．Core(x．C．D)一{r I r∈C．并且 r不能从 Rule 

(x，C，D)中去掉 }．称为规则 Rule(x．C，D)的核集。 

知识表达系统的规则被定义为二元组(A，B)．其中 A，B 

又分别是由属性和属性值组成的二元组的集合，当集合 A．B 

间的关系是函数关系时．称规则 (A，B)为 函数规则。假设 

(A。．B)是函数规则(A．B)的简化 ，则 A。是 A的子集 ．是 A 

在保持与 B的函数关系不变的条件下收缩到最小的结果。由 

此 ，可以看出函数规则的简化是规则的条件集的局整变换。 

定理2 假设 KS一<Universe．Attr)是一个知识表达系 

统 ．Rule(x．C．D)是它的一条函数规则．则有下述结论成立： 

(1)假设 r∈C．并且 r不能从 Rule(x．C，D)中去掉，C’ 

C．C。≠ ，Rule(x．C。．D)是 函数规则．则 r∈C。．并且 r不 

能从 Rule(x，C。．D)中去掉。 

(z)假设 C。 C，C。≠ ，Rule(x．C。，D)是函数规则，则 

存在 C一 C。。C一≠j2『，满足 Rule(x．C一 ．D)是 Rule(x． 

C．D)的简化。 

(3)nReduct(x．C．D)=Core(x．C，D)。 

证明 (1)r不能从 Rule(x．C，D)中去掉一Rule(x，C一 

{r}．D)不是函数规则一j Y∈Universe。满足 Con(x，C一{r}． 

D)=Con(y．C一{r}．D)并且 Dec(x，C一{r}．D)≠Dec(x，C一 

{r}，D)。假设r C。一C。 C一{r}-~Con(x，C。，D)=Con(y， 

C。，D)并且 Dec(x，C。，D)≠Dec【y．C。．D)一Rule(x，C。，D) 

不是函数规则 。这与条件矛盾。所以假设不成立，r∈C。。基于 

同样的理由，r不能从 Rule【x．C。．D)中去掉。 

(2)假设对V C— CC。．Rule(x．C～ ，D)都不是 Rule 

(x，C．D)的简化 ，则 Rule(x．C。．D)是 Rule(x，C，D)的简化。 

所以(z)必然成立。 

(3)对V r∈nReduct(x。C，D)．假设 r Core(x，C，D)。 

则 由(z)可得存在 c。 C一{r}，满足 Rule(x．C。，D)是 Rule 

(x．c，D)的简化。这与 r∈nReduct(x．C．D)矛盾．所以假设 
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不成立 ．r∈Core(x．C。D)。同时对V t∈Core(x．C，D)．根据 

(1)可得 t∈nReduct(x，C，D)。 

2．2 集族的简化问题 

假设 F P(Universe)．F≠ ，Y∈P(Universe)，Y≠ ， 

nFcY．对V X∈F．如果n(F一{X}) (Y，则称 X在 F中相 

对于Y不可去掉．否则称为可以去掉；如果对V X∈F，X在 F 

中相对于 Y都不可以去掉 ．则称 F相对于 Y独立；对V GC 

F，G≠ ，如果 nGcY．并且 G相对于 Y独立．则称 G是 F 

相对于Y的简化；记 Reduct(F．Y)一{GlG是F相对于 Y的 

简化}，称为 F的简化族 ．Core(F，Y)一{XIX∈F．并且 X在 F 

中相对于 Y不可去掉}，称为F的核集。 

集族 F相对于集合 Y的简化与 F之间是局整关系，是 F 

在保持交运算的结果包含在 Y中的条件下收缩到最小的结 

果。由此可见集族的简化是一定条件下的局整变换。 

5 两个简化问题之间的相互转化关系 

引理1 假设 P~Equ[Universe]．P≠ ．则有V ∈Uni— 

verse．b]n，=n{b] IrEP}。 

证 明：V yEb]n，一( ， )∈nP—V rEP．( ， )∈r— 

V rEP，yE b]，一 ∈n{b]，IrEP} 口 

定理5 假设 Rule(x，C．D)是知识表达系统 KS=<Uni— 

verse，Attr)中的一条函数规则．C’ C，C ≠ ．则有 ：Rule 

(x，C’，D)是 Rule(x．C．D)的简化 IFF{b]一 I b∈C’}是 

{b]，一In∈C}相对于b]n， 。的简化。 

证明：Rul ( ，C．D)是函数规则 骂 b]n
。 b] 。 

I 1 

n{ ]。 In∈c} b]n 

首先证明如果 Rule(x，C ．D)是 Rule(x．C，D)的简化． 

则{Ix]。一I6∈C }是{b]， Ia∈c}相对于b]n，一的简化。 

Rule(x，C’．D)是 Rule(x．C．D)的简化--~Rule(x．C’．D) 

是函数规则 芭旦 b]n
。 

． b]n。 旦 n{b]
。 I6∈ 

c。} Ix]fli ； 

Rule(x，C’．D)是 Rule(x．C．D)的简化一Rule(x．C’．D) 

是独立的一V b∈C ，Rule(x，C。，D)不是函数规则 窑硼1 

b]n。 - [ ]n， n{[ ]。 I b∈C } [ ]n。 一 

{b]。一I6∈C。}相对于b]n。一独立。 

其次证明如果{b]，一Ib∈C。}是{[ ]。一Ia∈C}相对于 

b]n。 D的简化．则 Rule(x，C’．D)是 Rule(x．C．D)的简化。 

{ ]。一IbEC’}是{ ]。一ln∈C}相对于b]ni 的简化 
I 1 

一n{b]， I b∈C’} [ ]fli [ ]n， · [ ]nf̂ 

R l ( ，C·．D)是函数规则； 

{b]， I6∈C。}是{b]。 In∈C}相对于b]n。 的简化 

一 {Ix]，一I6∈C。}相对于b]， 。独立一V b。∈C’，n{b]。 
I 1 

J b∈ C。．and b≠ b‘} [ ]， V b’∈ C’， 

Ix] 。．一。。-J) b]n。 翌 R l ( ．C-．D)独立
。 口 

4 知识表达系统函数规则的简化算法 

我们将使用类 C语言描述知识表达系统函数规则的简 

化算法。 

输 入：知识表达系统 KS=<Universe，ittr)的一条规则 Rule(x，C， 
D)．假设C=(C1，Cz，C2，⋯．ĉ}： 

输出：Rule(x，C，D)的一个简化； 
算法： 
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／*判断Rule(x．C．D)是否是函数规则 *／ 
生成[ ]n。 和[ ]n1mdD； 

． ． 

if(Ex]n。 b]n。~v)then(输出“规则不是函数型的”；算法结束：} 
／*依次扫描 C1．C2．⋯⋯C 判断能否去掉 *／ 
Family=C： 

for =1 To n step 1 

(if(i=n)then{if(Family是单元素集)then{go to result}}； 
生成b]n。 ‘，．rally-(c．”； 

if(b]n— ‘ 一一 l }) b]nt—dr)then{Family=Family一(c }} 

。 1t：输出F 1y； 口 

算法正确性的说明还需要用到下面的定理。 

定理4 假设 KS一(Universe，Attr)是一个知识表达系 

统，F~Attr．F≠ ，则对V x∈Universe，b]。 一{yly∈U— 

niverse and V rEF．r( )一r( )}。 

证明：V yEUniverse．V rEF．r( )一r( )一V rEF，( ， 

)∈ 九dr一( ． )∈n{indrIrEF}_+ ∈[ ]n ，； 

V yE[ ]n。 一( ． )∈nindF"~V r∈F，( ， )∈indr 

—V r∈F。r( )一r( )。 口 

定理5 假设：F一{x1，x2，⋯，x ，．x ，+1，⋯．x ，．⋯． 

X一，·X一，+1，⋯ ·X一}EP(Universe)·F≠ ，Y~Universe·y≠ 

，nF y，满足： 

x (1≤ <n，)在 F中相对于y不能够去掉．x ．在F中相 

对于 y可以去掉； 

令 Fl—F一{x．．}．X(n1+1≤ <n2)在F1中相对于 y不 

能够去掉．x 在 F 中相对于 y可以去掉； 

令 一F一{x_1' ，}．如此类推，直到： 

令 F，一1一F一{x ，．x ．⋯，x ，
一 】
}．x。(n，一1+1≤i<nt)在 

F『．1中相对于 y不能够去掉．x ，在 F『．1中相对于 y可以去 

掉 ； 

令 F，一F一{x．，。x． ．⋯．X ，一  

，x ，}．x。(n，+1≤ ≤n)在 

中相对于y不能够去掉。则 F，是 F相对于 y的简化。 

证明 直接根据简化的定义可得。 口 

定理6 假设 Rule(x．F．D)是知识表达系统 KS=(Uni— 

verse．Attr)的函数规则 ，并且 F={C1．C2，⋯．C_1’C_ + 一， 

Ĉ，．⋯．C C．，+ 一，C }．满足：C(1≤ <n1)不能从 Rule(x， 

F，D)中去掉，C1．能够从 Rule(x．F，D)中去掉；令 Fl—F一 

{C }．C (n1+1≤i<n2)不能从 Rule(x．F1．D)中去掉，C ，能 

够从 Rule(x．F。．D)中去掉；如此类推，直到： 

令 Ff．1一F一{C ，．C ，⋯．C }，C。(n，．】+1≤i<n，)不 

能从 Rule(x。F1一，．D)中去掉．C ，能够从 Rule(x，Ff．】，D)中去 

掉 ； 

令凡一F～{c ，，c ．⋯．c ．c f}．c。(n，+1≤i≤n)不能 

从 Rule(x．F，，D)中去掉．则 Rule(x，F，．D)是 Rule(x．F，D)的 

简化。 

证明 直接由函数规则简化的定义得到。 口 

算法说明：算法首先根据定理1判断 Rule(x，C，D)是否是 

函数规则，为此，需要根据定理4求 x的两个等价类，然后才进 

入函数规则的简化。可以用两种不同的方法证明算法函数规 

则简化部分的正确性。一是根据定理6．逐一扫描各个属性．判 

断去掉后是否还是函数规则，判断规则是否是函数型的依然 

是根据定理1和定理4；二是根据定理3．首先将函数规则的简 

化转化为集族的简化。然后根据定理5．依次扫描每一个子集． 

判断能否去掉．为此算法根据引理1和定理4生成了剩余的子 

集的交集． 
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众所周知，运行时间长一直是感知机与 BP神经 网络在 

实际应用中难以克服的困难，覆盖算法利用神经元的几何意 3 

义，开辟了一条新的研究神经网络的路径 ，克服了网络运行速 

度瓶颈问题。而 Rough集理论在保证信息量不变的前提下， 

提取最少个数的特征属性，降低样本空间的维数，加大了样本 

点的分布密度，从而，可以减少覆盖的个数，提高系统的精度。 

同时 ，也减少了数据的收集与存储成本。但是，CSN与 RCSN 

的运行时间和精度与学习中初始点的选取密切相关，如何选 

择样本的学习顺序是我们正着手研究的问题。 ， 
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5 算法示例 

数据表1可以描述为一个知识表达系统 KS=<Universe， 

Attr)，其中 Universe一{对象1，对象2，对象3，对象4，对象5， 

对象6，对象7，对象8)，Attr={Ct，C。，C，，D)。当表1被描述为 
一 个知识表达系统后 ，就可以用对知识表达系统操作的简化 

运算对它进行操作。比如Rule(对象1，{C。，C。，C，)，{D))是它 

的一条函数规则，可以根据定义直接判断，也可以根据定理1 

来判断，我们要用知识表达系统函数规则的简化算法对这条 

规则进行简化。 

数据表1 可以描述 为一个知识表达 系统 

Universe对象 C。高度 C2头发 C3眼睛 D分类 

对象1 矮 黑 蓝 一 

对象2 高 黑 蓝 一 

对象3 高 黑 棕 一 

对象4 高 红 蓝 + 

对象5 矮 黄 蓝 + 

对象6 高 黄 棕 一 

对象7 高 黄 蓝 + 

对象8 矮 黄 棕 一 

生成 [对 象 1]n删c．． ．c，I和 [对 象 1] 邶)，[对 象 

1]n删c．．c，、c，}={对象1)，[对象1]删o}={对象1，对象2，对象 

3，对象6，对象8)； 

[对象1]胁邶．．c，．c，I [对象1]n D】，所以Rule(对象1。 

{CI，C2，C3)，{D))是函数规则；Family={CI．C2，C3)； 

生成[对象1 1-1~．,d(~amils--{C．I一{对象1，对象2)，因为[对象 

1]n —IC．} [对象1]n删D}，所以Family={c2，C3)； 

生成[对象1]I-Iind(1ea ．b一 I一{对象1，对象2，对象4，对象 

5，对象7)，因为[对象1]胁一t．camils-{ I [对象1]n删oI，所以 

Family={C2，C3}； 

生成=[对象13n一(Famits-{c。I={对象1。对象2，对象3)，因 

为[对象13n Ya ．b一【c'I [对象13n DI，所以 Family一{C2。 

C3)； 

输出Family={C。，C，)，算法结束。 

结束语 本文旨在研究粗集理论中函数规则的简化和集 

族的相对交简化之间的相互转化关系。这项研究在粗集理论 

中的位置及其在粗集理论与其它研究领域中的位置表示在图 

1中。从图1可以看到，对于知识表达系统，粗集理论中已经涉 

及到了它的一些简化问题．但缺乏形式语言描述；对于等价关 

系族和集族的简化，粗集理论已经用数学语言描述了几种具 

体的形式，但缺乏对两类简化问题关系的探讨；粗集理论与其 

它的一些应用领域的接口主要是决策表的简化。我们认为 ：对 

知识表达系统、等价关系族、集族的简化应该可以提出更多的 

具体形式，相应地 ，两类转化问题之间会存在更为复杂的转化 

关系；应用领域与粗集理论的接口也不应该限制到决策表的 

简化上。本文的工作是在这个大思路下产生的。沿着这个思 

路 ，还可以产生其它的结果 ，这些结果将使得粗集理论更加丰 

富和严谨 。使得其它领域对粗集理论的应用更加广阔和灵活。 

附 录：本文经常使 用的符 号说 明 

一 ：如果符号的左右两边是两个子集合，那么符号表示两 

个集合的差运算； 

：左边的子集包含在右边的子集中； 

c：左边的子集真包含在右边的子集中； 

：左边的子集不包含在右边的子集中； 

∈：左边的元素属于右边的集合； 

：空子集；V ：量词任意；3 ：量词存在； 

EquEUniverse]：集合 Universe上所有 的等价关系组成 

的集合； 

IFF：当且仅当； 

E*3，：z是集合中的一个元素，r是这个集合上的一个等 

价关系，E*3 表示z所在的r的等价类； 
7’ 7’ 

P．_二一Q：P， ，Q是三个命题．P．_二一Q表示根据命题 ， 

由命题 P可推出命题 Q； 
7’ 7’ 

P．_二一Q：P， ，Q是三个命题。P 表示根据命题 ， 

命题 P成立当且仅当命题 Q成立 ； 

P()：如果括号中是一个集合，则符号表示这个集合的幂 

集。 
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