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二阶张量场可视化研究 
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Abstract Second-order tensors are widely existed in engineering，physical science and biomechanics．Examples are 

stresses and strains in solids and velocity gradients in fluid flows．This paper takes the Boussinesq’S problem as an ex- 

ample which iS typicalin Elasticity Mechanics。and visualizes the second-order teal symmetric tensor fields by ellipsoid 

icons and hyperStreamlines．The results are reasonable．The visualization methods adopted in this paper are also suit- 

able for other second-order symmetric tensor fields such as electromagnetic field． 
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1．引言 

2．用点图标对二阶张量场进行可视化 

习 

应变张量的形式为 

az 

c考+ ) 
( + ) 
d2 dZ 

(祟+ ) d’dz 

( + ) d
z d 

，
flu I知 、 

瓦 十 

， I
知 、 

十  

知  

T T — T 一[暑丢 

对称二阶张量问题可转换为求解二阶张量的特征值与特征向 
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程一定可以通过正交满秩线性变换转化为标准型： 

f(x1， 2， 3)一bl +62 +63 

该标准型恰恰对应于一个椭球．其中心在坐标原点，3个 

主轴方 向与坐标轴方向相同，为张量 f(x ， z， )的主方向。 

主分量 ， ， 是 f(x ， z， ，)所对应方程的特征根 ，与坐标 

系无关，是张量场中的不变量，反映了张量f(x ， z， )的固 

有性质。如果主分量各不相同，则主方向相互正交。由此可见， 

弹性应力场所对应的每一个对称二阶张量除可以转化为一个 

特征值和特征向量问题 ，还可以用三维空间中的椭球面表示。 

三个半轴的长度分别为主分量 ， z， ，方向为它们对应向 

量的方向。这样可以将三维张量场中一点的应力情况形象地 

用一个椭球表示出来。 

5．用超流线对张量场进行可视化 

采用椭球等点图标虽然可以反映出应力场中的某点处三 

个主应力之间的关系，但其离散性的缺点也十分明显——无 

法表示出应力场的连续变化[1]。为此 ，类似于矢量场中的场 

线，对于张量场引入超流线反映应力场的连续变化情况。超流 

线是更一般化的流线，沿着轨迹表示出经过点的张量信息 ]。 

应力场中的超流线比较客观地表示了应力场中力的传播现 

象。 

以张量场中的某点为起始点，构造以该点为起始点的在 

三个特征矢量场中的某一个特征矢量场中的流线，然后沿着 

该流线以流线上点处另两个特征矢量所表示的几何元素(如 

椭圆、十字又、双曲线等)进行扫描就得到了超流线。最典型的 

几何元素是椭圆，椭圆的长轴和短轴分别表示了剩余的两个 

特征矢量的较大特征矢量和较小特征矢量。还可以采用十字 

叉作为几何元素表示另两个特征矢量，十字叉的两个臂的长 

度和方向分别刻画了两个特征矢量的大小和方向。采用椭圆 

作为几何元素生成的超流线被称为管，采用十字又生成的超 

流线被称为螺旋线。管适合于表示在断面上的张量变化，螺旋 

线适合于表示主方向的改变。 

在构造超流线时，还可以对超流线的面进行颜色编码．一 

般是将特征值的大小映射为超流线的面的颜色。超流线的颜 

色和轨迹表示了某一特征矢量场的分布 ，而其断面表示了另 

两个特征矢量场。沿该轨迹线，超流线表示出了应力场的一种 

连续变化。显然，根据定义超流线的轨迹线的纵向特征矢量的 

不同，类似于特征矢量，超流线也分为主、次和最小超流线。 

4．二阶张量场的插值算法 

数据场可视化中采用的插值算法主要有线性基函数插值 

方法、逆距离加权法和体积加权法。我们采用体积加权法来对 

二阶对称张量场的9个分量分别进行插值计算得到空间中任 
一 点的属性值大小。由于是二阶实对称张量场，不在主对角线 

上的元素两两相等 ，因此在实际插值计算时，对于张量场中的 

某一点，只需要分别计算其六个分量即可。 

体积加权法一般用在四面体中，如图1所示，设四面体内 
一

点 P，要求该点对应点物理量值 E(P)，可将该点与四面体 

的各顶点相连形成四个小四面体，这个四面体的每个结点的 

权值可由它对应的小四面体的体积占总体积的比例来决定， 

即 ： 

一  一  一  一  

E(P)一 Eo+coxE1+ E2+ E3 

其中，E。、E 、Ez、E 分别为 P点所在四面体的四个顶点的物理 

量值。 
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图1 

任意一个四面体 ABCD的体积可以通过计算三个向量 

的混合积很方便地得到。即 

脚 D 一 {IAB．(ACXAD)I— 1 D D 

5．算法和实例 
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以半空间无限体上受一点法向力作用的情况(即弹性力 

学中的Bousinesq问题)【2 为例 ，来对该问题中所产生的应力 

场采用椭球图标和超流线进行可视化。椭球图标可视化应力 

场所采用的算法如下： 

1)对离散点集进行 Delaunay三角剖分，构造它们之间的 

拓扑关系； 

2)在要显示图标的点处放置一个半径为 R的圆球 ； 

3)~tJ断对要显示图标的点所在的四面体； 

4)插值计算出所要显示图标的点的九个分量值 ，采用体 

积加权的方法，对每个分量单独进行插值； 

5)将插值得到的九个张量分量写成一个3×3的矩阵 ，得 

到一个实对称矩阵，采用 Jacobi方法计算该矩阵的三个特征 

值和特征向量； 

6)根据计算出来的三个特征值计算出缩放矩阵 
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7)根据计算出来的三个特征向量计算出旋转矩阵 
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8)根据该点所在的位置计算平移矩阵 

n 一 

1 O 

O 1 

O O 

O O 

O O 

1 O 

1 

9)用矩阵 T=TT· ·Ts对位于原点的球进行操作得到 

椭球。 

取边长为2O的立方体实体，实体对角线的两个顶点坐标 

为(一1O，一10，一10)和(10，10，10)，在实体的顶面的中心即(O，0， 

10)处加载荷100牛顿的力，在该实体中可以得到一个应力场， 

图2是采用椭球图标对该应力场进行可视化的结果。图中对实 
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体沿 x、Y、Z轴三个方 向的边均5等分．从而得到了6×6×6= 

216个椭球图标。可以看出，采用的图标离散地表示了实体中 

的应力分布情况，但图标不能太多，太多的图标造成视觉上的 

混乱，可视化也就失去了意义。 

图2 椭圆图标可视化应力场 

超流线可视化应力场的算法如下： 

1)对离散点集进行 Delaunay三角剖分 ，构造它们之间的 

拓扑关系； 

Z)指定超流线的起始点； 

3)判断点所在的四面体； 

4)插值计算出所要显示图标的点的九个分量值，采用体 

积加权的方法，对每个分量单独进行插值； 

5)将插值得到的九个张量分量写成一个3×3的矩阵，得 

到一个实对称矩阵，采用 Jacobi方法计算该矩阵的三个特征 

值和特征向量； 

6)根据计算出的特征值和特征向量将除纵向特征向量外 

的另两个特征向量映射为椭圆或十字叉； 

7)根据选取的纵向特征向量，采用 Runge—Kutta方法计 

算超流线轨迹线上的下一个点； 

8)若该点在实体内或轨迹线的长度小于给定长度．转3)； 

否则 ，继续 ； 

9)根据超流线轨迹线上点处的椭圆或十字又构造管或螺 

旋线，即为超流线。 

图3是用超流线可视化应力场的效果图。 

图3 应力场中的超流线 

结论 我们以弹性力学中的 Boussinesq问题为例，采用 

椭球图标和超流线对该 问题的结果数据进行了可视化显示。 

可以看出，可视化结果比较合理地反映了实体中的三个主应 

力及剪切应力分布的情况。但由于张量的复杂性，对于复杂拓 

扑结构的实体的非对称张量场以及高阶张量场的可视化研究 

目前仍然十分有限。随着国内外对这方面研究的不断深入 ，相 

信在不久的将来，一定会取得更多的突破性进展。 
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