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Abstract Wavelet transformation and hidden Markov model are used in wavelet—based HMT model for analyzing and 

processing images．Expected Maximization(EM )algorithm used in training model results in slow convergence．The 

persistence，exponential decay characteristics of wavelet coefficient are analyzed．A model parameter initialization 

method is proposed．This method provides reasonable initial model value，reduces training time greatly．Its applica— 

tion-m image de—noising demonstrates is validity． 
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1 引言 

小波理论由于具有坚实的数学基础、快速的变换算法以 

及 多 分 辨 分 析 能 力，成 为 信 号 分 析 的 有 力 工 具。由 

M．S．Crouse等提出的小波域 HMT模型[】】将图像的小波系 

数建模为隐 Markov树模型，该模型考虑了小波系数间的统 

计相关性及非高斯性，由于它抓住了小波系数的本质特性及 

小波系数间的主要关系，在应用中取得了很好的效果。在图像 

处理领域 ，小波域 HMT模型用于图像去噪、压缩、检测、识别 

等等。 

但应用HMT模型时，其训练通常采用迭代的期望最大 

(EM)算法，虽然每一代复杂度不高，但迭代次数多算法收敛 

速度很慢。本文研究了不同尺度间小波系数及其状态转移概 

率间的关系，给出了接近实际模型参数的参数初值 ，由该初值 

开始 HMT模型的训练，大大加快了收敛速度。 

2 小波域 HMT模型 

2．1 图像的离散小波变换 

二维离散小波变换(DWT)用三个平移和伸缩的小波基 

函数 、 、 以及一个尺度基函数 来描述大小为 

N×N 的图像 z(J)∈L。(R2)，令 B一{LH，HL，HH}，b∈B， 

．x(J)一zJ (2 J—K)、雪 (J)一2 (2 J—K)构成 L 

(R2)空间的正交基 ，则 z(J)可分解为： 
∞  

z(，)一∑ (，)+∑，∑ ∑ ， ， (，)(1) 
∈Z2 6∈ ，-，OKEZ2 

， ， 

，0，x—LEX2z(J) 嚣 (J)ds、 ， —LEX2z(J) ，x(J) J分别 
为尺度系数和小波系数。 代表尺度或分辨率， 越大分辨率 

越高，K是平移参数。实际图像具有有限的分辨率，因此式(1) 

中半无穷求和可改为有限个尺度求和， ≤ ≤ ， 、 ∈z， 

J =logzN。图像在各尺度分为三个通道 LH、HL、HH，在第 

层每个通道有4̈ 个小波系数，其中任一个小波系数所代表的 

信息在第 +1层是 由四个小波系数来表示的，故图像的三个 

高频通道各 自形成一个四叉树结构，使小波系数可以方便地 

用离散小波树来描述。 

2．2 图像的 HMT模型 
一 般地，小波系数被建模为联合高斯模型或独立非高斯 

模型，它们可以较好地表征小波变换的多数性质 ，如局部性、 

多分辨性、边界检测等，但也有局限性，如联合高斯模型无法 

表达压缩性 ，独立非高斯模型将小波系数建模为统计独立的， 

这与实际不完全相符：小波变换虽然具有去相关性，但并没有 

使小波系数彼此完全无关。 

M．S．Crouse等提出了图像的小波域隐 Markov模型，又 

称为隐 Markov树(HMT)模型。HMT模型将小波系数建模 

为非高斯的，用HMT来描述小波系数间还保留的相关性 ，因 

而可以准确地描述小波系数的性质 ，这也正是它在实际应用 

中表现出色的原因。 

HMT将每一个小波系数的边缘概率密度函数建模成具 

有隐状态的混合高斯分布 ，这里考虑两状态、零均值的高斯分 

布(这是因为两状态、零均值的高斯分布已可较好地描述小波 

系数的分布，且在计算上具有明显优势)，状态 ，的取值为 

{S，L}，S对应于零均值、小方差 的高斯分布，L对应于零 

均值、大方差 的高斯分布， < 。因此任一小波系数 的 

边缘概率密度函数为： 
_、 

( )一 厶 加 (m) (m IS。一m) (2) 
-∈( ，工} ’ 。 ’ 

其中 
1 7●．2 

．fw,Is
。
(砒IS。=m)一g(m；0， ．)一— L_一exp(一 }) 

、／，2ha,．． “ 

为 ZlJi的条件概率密度函数，加，(m)表示 硼。是小或大的概率， 

加，(￡)一1一ps，( )。尽管当状态变量 。确定后系数 硼。是条 

件高斯的，但由于 。的随机性，从总体上看 服从非高斯分 

*)国家自然科学基金(60073053)和教育部博士点基金资助项目．汪西莉 博士生，讲师，主要研究方向为模式识别，图像处理．刘 芳 副教 

授，主要研究方向为人工智能，模式识别．焦李成 教授，博导，主要研究方向为智能信息处理。模式识别． 
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布。 

HMT模型还描述了小波系数间的相关性。要建模所有 

小波系数间的相关性既复杂又没有必要。小波系数的延续性 

表明沿着尺度方向的小波系数(父子系数间)具有较强的相关 

性，对每一个通道．用父系数的状态变量和其子节点系数的状 

态变量相连的概率树来描述其相关性，和小波系数一样，每个 

通道得到一个四叉树 ，这也是 HMT模型名称的由来。具体地 

说，父状态到子状态的连接关系用状态转移矩阵 A表示： 

A 一 (3) 
L矗夤。) t)J 

其中 i，．0( )分别为子节点、父节点， ，，表示小波系数 的 

父系数状态较小的情况下 "~ldi状态也较小的概率，芒爱。 ：1一 

I)' 。)一 1一 ￡”L,L∽ 。 

图像的 HMT模型 M：( ． ， )， ：{P ( )， 

肚⋯ ，最 ⋯，其中P ．为根节点的状态概率函数，最 。，是 已 

知父节点状态为 n时子节点状态为 m的条件概率，肚、 和 

是已知系数 。的状态为 m时其均值和方差 ，m、n∈{ ．J已}． 

在零均值时 、 ：0。 

2．5 模型参数的估计 

任何基于 HMT的应用首先都要训练 HMT模型以得到 

模型参数。若小波系数的状态变量 。已知．则通过极大似然 

(ML)估计可容易地获得模型参数 0=arg max f(W I )。但实 

际情况是 。未知．无法应用 ML估计 ，通常采用 EM算法 z] 

来估计参数。EM 算法分为 E步和 M 步两个过程(三个通道 

各自处理)： 

1．选择初始模型参数 ，置计数器z一0； 

2、E步：计算隐状态变量的联合概率 p(S 1 ， )； 

3．M步 ：更新模型参数 =arg max E ln f(W，S I )I 

W， ]； 

4、Z：Z+1，若满足收敛条件则停止，否则转2。 

理论证明EM算法通过 E步、M 步的交替迭代最终收敛 

于不完全似然函数 f(WI )的一个局部极大值。 

5 模型参数初始化 

EM算法是由不完全训练数据(因为隐状态未知)估计模 

型参数的有效且常用的方法，其每一迭代步的计算复杂度为 

O(n)(n=N×N)，但算法的收敛是耗时的，如果能从合适的 

模型参效开始训练，则训练时间会大大缩短。通过分析发现可 

以找到比较合适的参数初值。 
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图1 小波系数的指数衰减性 

首先小波系数随着尺度的增加(分辨率增加)具有指数衰 

减性㈨，图1显示了四幅标准灰度图像的小波系数的指数衰减 

性。该特性源于图像的整体平滑性．可以把图像看作是由一个 

个的平滑区域构成的，其间具有不连续性．由此产生的1／f谱 

特性导致小波系数在尺度间具有指数衰减性。 

由于 HMT将小波系数建模为具有隐状态的混合高斯分 

布 ，混合方差的值也反映了小波系数的值，因此小波系数的指 

数衰减性表明方差在尺度间也具有指数衰减性 ．在初始化时 

应将此反映出来。在两状态情况下，令 ． 表示尺度 的 

小(状态)方差、大(状态)方差，方差在尺度间的衰减性用式 

(4)表示： 

、 

—exp _‘， ，L-----expcL_J (4) 

其中C 、C 为常数，对各个尺度要求 ， < -L，因此 C <C 。 

根据式(4)初始化的方差随着尺度的增加满足指数衰减性．和 

小波系数的走向吻合。 

再来考察小波系数的延续性“]，即较大(或较小)的小波 

系数可以在相邻的尺度间传递 ，这种延续性随着尺度的增加 

变得越来越强。小波基函数可以理解为一种局部边界检测算 

子，如果在基函数的支持区间内存在边界 ，相应的小波系数就 

较大，而且该边界可能会继续存在于更高分辨率空间的小波 

基函数的支持区间内；如果在某一尺度．基函数的支持区间内 

不再有边界(边界完全被分离)，则随着尺度的增加也不会再 

出现边界，这时小的系数产生的孩子其值必定也较小，体现了 

小波系数的延续性。状态转移矩阵中的 未，反映了小 

波系数的更新性，一方面小的系数也可能产生大的孩子，因为 

在某个小尺度小波基函数的支持区间内如果有多个边界 ，多 

个边界效果相抵致使其小波系数较小，但随着尺度的增加边 

界总会分离 ，使得一个小波基函数的支持区间内只有一个边 

界．从而产生大的系数；另一方面大的系数也可能产生小的孩 

子，一个边界存在于某个低分辨率空间中，随着分辨率的提 

高，由于边界的局部性，边界未必还会存在于所有的高分辨率 

子空间中，实际上 ，边界在任一高分辨率子空间可能还存在也 

可能消失，则不存在边界的高分辨率子空间其小波系数将较 

小 。 

根据上述分析得到结论 ：随着尺度的增加，小系数产生小 

系数的概率越来越大，直至1；到了一定的尺度后，边界已完全 

被分离开，尺度再增加也不会出现边界，因此当 一。。时 ￡ S,S∽ 

一l。而大系数产生大系数的概率在逐渐减小，直至l／2，即到 

达一定的尺度后，在其子空间边界可能存在也可能消失。据此 

给出状态转移矩阵的初始化形式 ： 

。)一 1—0．2*( 一 1)' 
． 

一 1一O．2 ( 一 1) 
当 ≤3时 

。)一 1--exp_。， 

， ， 1 ， 当3< ≤J1时 (5) 《 
)一 +exp 

通过分析小波系数和状态转移概率的特点，我们给出了 

式 (4)、(5)来初始化 HMT模型中的参数．虽然它不十分精 

确，但也足以表征方差和状态转移概率的趋势。 

4 方法在图像去噪中的应用 

采用上述方法对一些标准图像进行了实验。四幅灰度图 

像(1enna、boat、bridge、aeria1)加上均值 一0、方差 ：0、1 

的白高斯噪声得到各噪声图像。称利用本文的模型参数初始 
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B 一[1，111,,。+[O．95，o．98]／vz+ [O．9，o．93]／v3+ 

[O．94，0．97]Iv．+[O．96，lilys 

2)T(A‘，Az)=0．294~a，故放弃该条规则 

3)T(A‘，A3)一O．71>10．5≥ 且 D(A‘，A3)一0．29>0 

由式(7)及式(8)得： 

B 一[O．96，0．99]Iv。+[O．98，1]／vz+[O．96，0．99]Iv3 

+[1，1]／v．+[o．97，0．99]Iv 

4)0．5>iT(A’，A‘)一0．352≥ 

由式(7)及式(8)得： 

B =[O．04，0．18]Ivl+[O．26，o．3]Ivz+[O．32，o．33]／v3 

+[O．35，0．35]Iv．+[O．32，0．33]／v 

5)T(A。，A5)一0．756>t0．5≥ 且 D(A‘，A5)一0．244> 

O 

由式(7)及式(8)得： 

B 一[O．3，0．4]／v。+[O．35，0．48]／vz+[O．45，0．ss]／v3 

+[O．4，o．46]／v．+[O．36，0．4]／v 

最后的推理结果为： 

B =B UB UB UB 

一 [1，1]／v。+[O．98，1]／vz+[O．96，o．99]／v3+[1， 

1]／v．+[O．97，1]／vs 

另一方面，若输入事 实 B。一[O．1，0．1411v-+[O．15， 

0．17]／vz+[O．2，0．25]／v3+[O．15，o．2]／v．+[O．11，o．16]I 

v ，假定规则启动阈值 =0．25，则逆向近似推理应按如下推 

理过程进行： 

1)T(B ，B。)一0．2< ，故放弃该条规则 

2)0．5~T(B。，Bz)一0．45≥ 

由式(9)及式(1O)得 ： 

A 一[O．02，0．04]／u。+[O．04，0．os]／uz+[O．05，o．07]／ 

u3+[O．03，o．os]／u‘+[O．02，o．04]／u5 

3)T(B ，B3)一0．186<a，故放弃该条规则 

4)0．5~T(B ，B‘)一0．375≥ 

由式(9)及式(1O)得： 

A ：[O．04，0．06]／u。+[O．05，0．07]／uz+[O．07，0．09]／ 

u3+[O．05，0．07]／u‘+[O．03，0．05]／u 5 

5)T(B‘，B )一0．848>10．5≥ 且 D(B。，Bs)一一1．5Z< 

O 

由式(9)及式(1O)得 ： 

A 一[o．49，0．SS]／u。+[o．71，0．77]／uz+[o．55，0．611 

u3+[O．39，0．44]／u‘+[O．24，0．29]／u5 

最后的推理结果为 ： 

A。一A UA UA 

一 [o．49，0．55]／u。+[o．71，0．7T]／uz+[o．55，0．611 

u3+[O．39，0．44]／u‘+[O．24，0．29]／u5 

结论 本文在指出文[1]中提出的相似度量方法的缺陷 

的基础上 ，提出了一种新的相似度量方法，同时提出了 Vague 

集间相似方 向的概念。在此 基础 上给 出的一个新 的基于 

Vague集的双 向近似推理方法，由于该方法考虑了 Vague集 

包含信息的精确性以及采用我们提出的相似性度量方法，从 

而使得推理结果更加精确和符合实际情况。这为智能系统中 

的模糊推理提供了一个十分有用的工具。 
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化方式训练 HMT模型的方法为 F—HMT，模型采用两状态、0 

均值。在实验中取 Cs一3、CL一6，户 一(O．5，0．5)。实验采用 

Daubechies4小波。表1列出了采用 HMT和 F-HMT对四幅含 

噪图像训练 ，算法所用的迭代次数(--个通道之和)、噪声图像 

和 去噪后 的图像 的信噪 比 PSNR，其定 义为：PSNR一一 

10log。。『Iy一多 ／n，Y、多分别为原始图像和去噪图像。PSNR越 

大说明图像越清晰。由实验结果可见，本文的参数初始化方法 

较好地反映了参数间的关系，逼近参数的实际值，因而对各图 

像训练时间都减少了2／3左右。 

表1 实验 结果 

F—HMT HMT 噪声图像 图像 

迭代次数 PSNR 迭代次数 PSNR PSNR 

1enna 28 29．5685 94 29．5002 19．9875 

boat 21 27．6753 83 27．6823 19．9942 

bridge 33 25．1634 80 25．I821 19．9983 

aerial 25 25．684 79 25．6528 2O．0128 

小波域 HMT模型精确地描述了小波系数间的关系，显 

示出良好的应用前景。但它在模型参数估计时收敛速度慢，防 

碍了它在实时或需要快速处理的场合的应用。本文提出了一 

种有效的模型参数初始化方法，应用于图像去噪的结果说明， 

该方法大大加快了训练速度，同时得到了良好的去噪结果。 
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