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Abstract In this paper we propose a new similarity measures in order to overcome some problems in[1]，and propose 

the idea for similarity direction of vague sets by which to describe which one is more accurate between vague sets．At 

same ti．me we propose a method to determine the similarity direction．Based on above。we present a new bidirectional 

approximate reasoning approach on vague set that fully uses the message accuracy of vague set．So this improves the 

accruacy and applicability of approximate reasoning．This provides a useful tool for approximate reasoning in intelli— 

gence system · 
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1 引言 

自从 Zadeh提 出 Fuzzy集理论 以来 ，Fuzzy集理论不断 

地发展和完善 ，并在许多领域里得到了成功的应用。Fuzzy集 

理论 中的模糊推理一般可表示成如下形式 ： 

规 则 1 ： IF x is A1 THEN Y is Bt 
规则2 ： IF x is A2 THEN Y is B2 

： ，1、 

规则 n ： IF x is A THEN Y is “ 
： x is A 

其 中，A1，A 一，A 和 A。是论域 U 上的 Fuzzy集．B1．B2， 
⋯

， 和 B。是论域 V上的 Fuzzy集。这种推理称为正向模糊 

推理 (FMP)。而如下的推理过程 ： 

规则1 ： IF x is A1 THEN Y is B1 
规则2 ： IF x is A2 THEN Y is B2 

： ，¨  

规则 n ： IF X is THEN Y is 

妻 塞 ； 曼： 结 
： x is A。 

则称为逆向模糊推理 (FMT)。已有学者研究基于 Fuzzy集的 

双向近似推理L2]。 

Fuzzy集的隶属函数值是 一个单一 的值。该单值 既包含 

了支持 U∈U 的证据 ，也包含了反对 U∈U 的证据 ，它不可能 

表示其中的一个 ，更不能同时表示支持和反对的证据。由此可 

见该值不能给出 U∈U的精确性。为了解决上述 问题，Gau等 

在文[3]中提出了 Vague集的概念，用一个真隶属函数 t (u) 

和一个假隶 属函数 fA(u)来描述 Vague集，真假隶属函数形 

成了隶属 函数 (u)的界 ，即 tA(u)≤ (u)≤1一fA(u)，Vague 

集的特征是 同时给 出了支持和反对的证据。例如 it (u)，1一 

fA(u)]=[o．5，0．8]，则有 tA(u)一0．5，1一fA(u)一o．8，fA(u) 

=0．2。在投票模型中这可解释为在1O人中 ，有5人赞成，2人反 

对 ，3人 弃权 。目前 Vague集得 到了广泛深入的研究与应用。 

在讨论基于 Vague集的双向近似推理时．式(1)和式(2)的推 

理规 则 中，A ，Az．⋯，A ．A。，B ，Bz，⋯ ． ，B 等 均 变 成 

Vague集。为了获得 良好 的基于 Vague集的双 向近似推 理方 

法 ，提高推理的精确性 ，本文在 Vague集理论 的基础上 ．首先 

指出文[1]中给 出的相似度量的缺陷，然后给 出了一个新的相 

似度量，以及相似方向的概念 ，在此基础上 ，提 出了一个基于 

Vague集的双向近似推理方法 。并用实例 验证 了该方法的有 

效性。这为智能系统中的近似推理提供了一个十分有用的工 

具 。 

2 Vague集 

定义1 令 u 是一个点 (对象)的空间 ．其 中的任意一个 

元素用 U表示 ，u 中的一个 Vague集 A用一个真隶属 函数 t 

和一个假隶属函数 表示 ，t (“)是从支持 U的证据所导 出 

的 U的隶属度下界 ， (“)则是从反对 U的证据所导 出的 U的 

否定隶属度下界 ，tA(“)和 (“)将区间[O，1]中的一个实数与 

u 中的每一个点联系起来 ，即 

t ： 一[O．1]， ： 一 [O，1]。 

当 U是连续的时候，有 

A= l[f (“)，1一／ (u)／u “∈U， 

当 U为离散的时候 ，有 
■  

-、 

A一23[￡ ( )．1一
．  (t‘ )]／H t‘，∈U。 

其中，ta(“)+ (“)≤ 1。 

在文 [3]的基础上 ，对 Vague集我们提 出了如 下新的交 

并运算规则 ： 

定义2 设 T。是一 t一范数 ，其相应的 t一余范数为-上I ，两个 

Vague集 A和 B的交集是 Vague集 C，即 C—AnB，其真／假 

隶属函数分别为： 

tc— taT1t口， 

1一厂c=(1一 )A(1一 )。 

*)本课题得到国家高性能计算基金(00303)和华中科技大学科学研究基金(M99015)项 目资助 ．王天江 博士研究生 ，主要研究领域为面向信 
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定义5 设 T 是一 t一范数 ，其相应的 t一余范数为上-，两个 

Vague集 A和 B的并集是 Vague集 C，即 C=AUB，其真／假 

隶属函数分别为： 

tc— t̂ VtB， 

1一 一(1一 )上 (1一 )。 

其 中，“V”和“̂ ”分别 为取大和取小算子 。特别地 ，若令“T ” 

和“上 ”分别 为“̂ ”和“V”时，则上述 定义就退化为文 [3]中 

交集和并集的定义 。 

5 Vague集的相似度量 

为了更合理地度量两个 Vague集(值 )之间的相似程度， 

我们提出了一种新的度量方法，该方法能较好地解决文[1]中 

相似度量存在的问题 。 

定 义4 假 定 z—It，，1一 ]，y—It ，1一 ]是 两 个 

Vague值 ， (z)和 (j，)的定义与文[1]中的定义相 同，z和 Y 

之间的相似程度可由一个新的函数 进行计算 ： 

( )一 1一 一 (3) 

由上述定义，我们可得到如下的定理。 

定理1 (z，j，)∈[O，1] 

证 明 ：M，(z，j，)一1一 三 一 

≤1一号一号_1' 4 、 4 4 
由于 fS(z)--S(j，)f≤2， —t f≤1，f 一 f≤1，故有 

( )一 1一 一 

≥1一÷一÷一0。 

定理2 (z，j，)一 (j，，z)。 

证明：由 (z，j，)的定义即可证明。 

假定两个 Vague值 z一[O．5，o．5]，j，一[O，1]，按式 (3)可 

计算 出 z和 Y之间的相似度量值为 ： 

( 一1一 一 ￡  
4 4 

— 1— 0．25— 0．75． 

若按文 [1]中的定义进行计算 ，则 z和 Y之间的相似 度量值 

为： 

M (z，j，)一 1一 一 1～ o一 1 

这一结果表 明：这两个 Vague值是 完全相似的 ，但我们凭直 

觉就能看出这是不合理的。 

定义5 设 A和 B是两个 Vague集 ，A和 B之间的相似 

程度可由如下的函数 丁 进行计算 ： 

丁 (A，B)一 厶  ( (“，)，VB(蚺)) 

一  ∑f 1一 
r| ·- 1 、 4 

一  ) (4) 4 ， 

由上述定义．我们可得到如下的定理。 

定理5 r (A，B)∈[O，1]。 

证 明：由定理1即可证明。 

定理4 r，(A，B)一丁，(B，A)。 

证 明：由 r (A，B)的定义即可证明。 

定义6 设 A和 B是两个 Vague集，假设论域 【，上的元 

索 的权重为 ， ∈(O，1]，1≤ ≤n，则 A和 B的加权相似 

度量可按下式进行计算： 

(A ，B)一奎 。 ( ( )， ( ))／奎 。 

一  
。 1一 ～ 

! ±!厶 I二 1／∑硼。(5 
4 ， ．一1 

4 基于 Vague集的双向近似推理 

为了更好地实现基于 Vague集的双 向近似推理，在上述 

新相似度量的基础上 ，我们还提 出了 Vague集间的相似性方 

向的概念。由相似度量的分析可以看 出，相似度量的值越 大， 

则两个 Vague集就越相似 。为了确定两个相似的 Vague集谁 

的信息更精确，我们提出了如下的相似性方向的概念。 

定义7 对于两个 Vague集 A和 B，它们的相似性方 向 

定义为如果关于 A 的信 息的精确性高于关 于 B的信息的精 

确性 ，称 A正向相似于 B，否则 ，则称 A负向相似于 B。 

定义8 假定 A，B是两个 Vague集 ，它们 的相似性方 向 

可用如下的 D函数来判断： 

1 ．、 

D(A，B)一 = [(￡ (“。)—一tB(“。))+( (“。)一／ (“。))] 
厶，I ，一 j 

(6) 

其 中，D(A，B)为相似方向判断函数 ，若 D(A，B)≥0，则 A正 

向相似于 B，若 D(A，B)<O，则 A负向相似于 B。 

假定有如下三个 Vague集 A，BtC： 

A一[O．5，0．8]／uj+[O．6，o．9]／u2+[O．7，0．9]／u3 

B一[O．4，0．7]／u +[O．5，0．8]／u2+[O．6，o．9]／u3 

C一[O．3，0．6]／ul+[O．4，o．7]／u2+[O．5，o．9]／u3 

根据式(4)有 T(A，B)一0．92，T(C，B)一0．92，可看 出 A 

与 B以及 C与 B的相似程度都是0．92，而根据式(6)有 D(A， 

B)一0．08，D(C，B)一一0．08，即 A正向相似于 B，C则 负向相 

似于 B。这表明 A的信息的精确性高于 B的信 息的精 确性 ， 

而 C的信息的精确性低于 B的信息的精确性 。 

定理5 D(A，B)∈[一1，1]。 

证明：由于 (“。)--t (蜥)I≤1，I (蜥)一 ( )l≤1，故 

有 

I=I ( ( )+( ( 一 

( )]I≤ 一1。 

定理6 若 D(A，B)≥0，则 D(B，A)≤0，反之亦然。 

证明：·．．D(A，B)一 ∑ (ta(地)一￡ ( ))+( (蜥)一 
‘九 ·-1 

(蜥))] 

一  ( + (蚺)]一 

( )+ (蚺))]≥O 

又 I． ( + ( ， 

+ ( ]≥0 

．

·

． ( + ( ]≥击 ( + ( )] 

．．．D( ，A)一 [( (蜥)一“( )+ ( ( 一 

(蜥))] 

·7 。 
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=  [ ( +^ ( ]一 [“( 

+ ( ))]≤0 

反之同理可证 。 

在我们提 出的新的相似度量和相似方向的基础上 ，我们 

给出了如下双 向近似推理的推理方法。该方法能更好地利用 

Vague集信息精确性 的特征 ，从而提高了推理 的精确性和适 

用性 。在基于 Vague集的双 向近似推理中，根据系统 的需要， 

所使用的相似度量既可是 TJ函数也可是 W 函数 ，在 下面 的 

讨论 中，我们采用的是 TJ函数 ，若用 w 函数时 ，只需将 TJ函 

数换成 W 函数即可。为讨论的方便，下面用到的 TJ均记为 T。 

Vague集 的双向近似推理包括两个方 向的推理 ，即正向 

近似推理和逆向近似推理。首先考虑式(1)所示的正向近似推 

理 。其中 Ai(1≤i≤n)，Bi(1≤i≤n)，A。，B。可分别表示成如 

下形式 ： 

A。一 [tAi(uj)，1一 (u，)3／u， 1≤j≤m 1≤i≤n 

Bi= [tBi( j)，1一fBi(vj)]／v， 1≤j≤m 1≤i≤n 

A‘一 [tA·(u，)，1一fA-(uJ)3／uJ 1≤j≤m 

B‘一 [(tB·(vj)，1一fB-(v，)3／v， 1≤j≤m 

正 向近似推理过程 由两部分完成 。首先要设定一个规则 

启动阈值 a，当向系统输入事实时 ，则系统对整个规则库进行 

搜索 ，找出输入事实与规则前件的匹配程度大于或等于阈值 

a的所有规则 ，然后用这些规则逐一进行推理而 得到每条规 

则的推理结果 Bi。，1≤i≤n，然后再对所有的推理结果做合成 

运算，从而得到最终 的推理结果 B。。由第 i条规则和输入事 

实推出结果 Bi。的过程可按如下步骤进行： 

1．匹配 规则 ，由式 (4)计算 相似 程度 T(A。．Ai)，令 T 

(A。，A )一Ti，如果 T ≥a，进行下面的步骤 ，否则放弃该条规 

则。 

2．判断 A‘到 Ai的相似性方 向，由式(6)计算相似性方向 

D(A。， )，令 D(A ，A。)=Di 

3．推理结果 Bi 的各分量可 由下式得到 ： 

ft ．( ，)0 当 ／>0．5R Di／>o I ’ 

t ·。( ，) t ( ，) · 当 Ti>／o．5R Di<0 (7) 

I t ( ，)T。 当 ≤0．5 

f 
( ，) 

【 

一  1一fB 

一 (1一 

一 T 七 {B 

Vi)) · 当 ／>0．5R D。／>o 

，)) 当 ≥0．5且 <0 (8) 

)T。 当 T，<0．5 

最后的推理结果可 由如下的合成运算得到 ： 

B‘=⋯ U Bi。U⋯ UB。 U⋯ UB ⋯ 

其 中，1≤i<j<k≤n，设下标集为 I，由“U”运算规则的性质 ， 

我们有 ： 

tB*(vI)一max(t~(vI) i∈I) 

fB·(v，)=nAn(fBi( j) i∈I) 

从而得到最后的推理结果 ：B。一 [te·(vj)，1一fB·(vj)]／vJ 

1≤j≤ m 

类似地 ，对于式 (2)所 示的逆 向近 似推理也 由两部分 完 

成 。首先设定一个规则 启动阈值 a，当向系统输入事实时，则 

系统对整个规则库进行搜索 ，当输入事实与规则后件的匹配 

程度大于或等于启动阈值 a时，则用该规则进行推理得到推 

理结果 Ai" 1≤i≤n，否则放弃该规则 ，最后再将推导出的所 

有推理结果做合成运算 ，从而得到最终的推理结果 A。。由第 

i条规则和输入事实推出推理结果 的过程可按如下步骤 

·76‘ 

进行 ： 

1．匹配 规 则 ，由式 (4)计 算相 似 程度 T(B。，Bi)，令 T 

(B‘，Bi)一Tl，如果 Ti≥a，则进行下面步骤 ，否则放弃该条规 

则。 

2．判断 B 到 Bi的相似性方向，由式(6)计算相似性方向 

D(B。，Bi)，令 D(B。，Bi)：D。 

3．推进结果 A。。各分量可 由下式得到 ： 

rt ( ，) t 当 T。／>0．5R D。／>o 
I 

ta-。( ，) t ( ) 当 Ti>1o．5R <0 (9) 

【“．( )T。 当 T，<0．5 

r 1一(1一^ ( )) 当 T >／0．5且 D ／>0 
I ， 

( ，) 1一(1一^ ( )) 当 >／o．5R D。<0 

【1一T。+ ．( )T。 当T。<0．5 

(10) 

最后的推理结果按下式进行计算 ： 

A。一 ⋯ UA。。U⋯ UA U⋯ UA ⋯ 

其 中，1≤i<j<k≤n，设下标集为 I，由“U”运算规则的性质 ， 

我们有 ： 

tA·(uJ)= max(t~(uJ) i∈I) 

fA·(“j)一rain( (u1) i∈I) 

所以，最后的推理结果应为：A。一 [t ·(u，)，1一fA·(u，)]／u，1 

≤j≤m 

5 例子 

下面给 出一个实际例子来说 明基于 Vague集的双 向近 

似推理方法 。假定 A ，i=1，⋯ ，5，和 Bi，i一1，⋯，5分别是论域 

u，V上的 Vague集，它们分别为： 

A。=[0．7，0．~53／u。+[0．8，0．853／u2+[0．85，0．93／u。+ 

[0．82，0．8~3／u．+[0．75，0．83／u 

A2=[0．05，0．o93／u。+[0．08，0．azl／u2+[0．11，0．153／ 

u3+[0．07，0．11 3／u‘+[0．04，0．o83／us 

A。=[0．4，0．453／ul+[0．5，0．553／u2+[0．6，0．653／u。+ 

[0．51，0．543／u．+[0．42，0．4~3／u5 

A．一[0．1，0．as3／u。+[0．14，0．193／u2+[0．18，0．z3l／u。 

+[0．13，0．a83／u．+[0．08，0．a33／us 

A =[0．55，0．63／u。+[0．75，0．8o3／u2+[0．6，0．653／u； 

+[0．45，0．53／u．+[0．3，0．353／u 

B。一 [1，1 3／vl+ [0．95，0．98-I／v2+ [0．9，0．93-I／v。+ 

[0．94，0．973／v．+[0．96，13／v 

B2= [0．1，0．6 3／v。+ [0．87，0．92 3／v2+ [1，1 3／v。+ 

[0．87，0．9zl／v．+[0．2，0．653／v 

B。=[0．94，0．983／vl+[0．97，13／v2+[0．95，0．983／v。+ 

[1，1]／v．+[0．96，0．993／v 

B．=[0．1，0．53／v。+[0．74，0．853／v2+[0．9，0．953／v。+ 

[1，a3／v．-I-[0．9，0．953／v 

B =[0．2，0．33／v。+[0．25，0．383／v2+[0．35，0．453／v。 

+[0．3，0．363／v．+[0．26，0．33／v5 

若输入事 实 A。=[0．75，0．~8-1／u。+[0．79，0．8zl／u2+ 

[0．83，0．853／u。+[0．80，0．8zl／u．+[0．76，0．~93／u5，假 定规 

则 启动 阈值 a=0．3，则正 向近似 推理应按 如 下推理 过程进 

行 ： 

1)T(A ，A1)一0．973>／ o．5≥ 口且 D(A。，A1)=-0．01< 0 

由式(7)及式 (8)得 ： 
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B 一 [1，111,,。+ [O．95，o．98]／vz+ [O．9，o．93]／v3+ 

[O．94，0．97]Iv．+[O．96，lilys 

2)T(A‘，Az)=0．294~a，故放弃该条规则 

3)T(A‘，A3)一O．71>10．5≥ 且 D(A‘，A3)一0．29> 0 

由式(7)及式(8)得： 

B 一[O．96，0．99]Iv。+[O．98，1]／vz+ [O．96，0．99]Iv3 

+[1，1]／v．+[o．97，0．99]Iv 

4)0．5>iT(A’，A‘)一0．352≥ 

由式(7)及式(8)得 ： 

B =[O．04，0．18]Ivl+[O．26，o．3]Ivz+[O．32，o．33]／v3 

+[O．35，0．35]Iv．+[O．32，0．33]／v 

5)T(A。，A5)一0．756>t 0．5≥ 且 D(A‘，A5)一 0．244> 

O 

由式(7)及式 (8)得 ： 

B 一[O．3，0．4]／v。+[O．35，0．48]／vz+[O．45，0．ss]／v3 

+[O．4，o．46]／v．+[O．36，0．4]／v 

最后的推理结果为： 

B =B UB UB UB 

一 [1，1]／v。+ [O．98，1]／vz+[O．96，o．99]／v3+ [1， 

1]／v．+[O．97，1]／vs 

另 一方 面 ，若 输入 事 实 B。一 [O．1，0．1411v-+ [O．15， 

0．17]／vz+[O．2，0．25]／v3+[O．15，o．2]／v．+[O．11，o．16]I 

v ，假定规则启动阈值 =0．25，则逆 向近似推理应按如下推 

理过程进行 ： 

1)T(B ，B。)一0．2< ，故放弃该条规则 

2)0．5~T(B。，Bz)一0．45≥ 

由式(9)及式(1O)得 ： 

A 一[O．02，0．04]／u。+[O．04，0．os]／uz+[O．05，o．07]／ 

u3+[O．03，o．os]／u‘+[O．02，o．04]／u5 

3)T(B ，B3)一0．186<a，故放弃该条规则 

4)0．5~T(B ，B‘)一 0．375≥ 

由式(9)及式(1O)得 ： 

A ：[O．04，0．06]／u。+[O．05，0．07]／uz+[O．07，0．09]／ 

u3+[O．05，0．07]／u‘+[O．03，0．05]／u 5 

5)T(B‘，B )一0．848>10．5≥ 且 D(B。，Bs)一一1．5Z< 

O 

由式(9)及式 (1O)得 ： 

A 一[o．49，0．SS]／u。+[o．71，0．77]／uz+[o．55，0．611 

u3+[O．39，0．44]／u‘+[O．24，0．29]／u5 

最后的推理结果为 ： 

A。一A UA UA 

一 [o．49，0．55]／u。+[o．71，0．7T]／uz+[o．55，0．611 

u3+[O．39，0．44]／u‘+[O．24，0．29]／u5 

结论 本文在指 出文[1]中提出的相似度量方法的缺陷 

的基础上，提出了一种新的相似度量方法 ，同时提 出了 Vague 

集 间相 似方 向的概 念 。在 此 基 础 上给 出 的一 个新 的基 于 

Vague集的双向近似推理方法，由于该方法考虑了 Vague集 

包含信息的精确性以及采用我们提出的相似性度量方法，从 

而使得推理结果更加精确和符合实际情况 。这为智能系统中 

的模糊推理提供了一个十分有用的工具 。 
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化方式训练 HMT模型的方法为 F—HMT，模型采用两状态、0 

均值 。在实验中取 Cs一3、CL一6，户 一(O．5，0．5)。实验采用 

Daubechies4小波。表1列 出了采用 HMT和 F-HMT对 四幅含 

噪图像训练 ，算法所用的迭代次数(--个通道之和)、噪声图像 

和去 噪后 的 图像 的 信 噪 比 PSNR，其 定 义 为：PSNR一 一 

10log。。『Iy一多 ／n，Y、多分别为原始图像和去噪图像。PSNR越 

大说明图像越清晰。由实验结果可见，本文的参数初始化方法 

较好地反映了参数间的关系 ，逼近参数的实际值 ，因而对各图 

像训练时 间都减少了2／3左右 。 

表1 实验 结果 

F—HMT HMT 噪声图像 图像 

迭代次数 PSNR 迭代次数 PSNR PSNR 

1enna 28 29．5685 94 29．5002 19．9875 

boat 21 27．6753 83 27．6823 19．9942 

bridge 33 25．1634 80 25．I821 19．9983 

aerial 25 25．684 79 25．6528 2O．0128 

小波域 HMT模型精确地描述了小波系数间的关系 ，显 

示出良好的应用前景 。但它在模型参数估计时收敛速度慢 ，防 

碍了它在实时或需要快速处理 的场合的应用 。本文提 出了一 

种有效的模型参数初始化方法 ，应用于图像去噪的结果说 明， 

该方法大大加快了训练速度 ，同时得到了良好的去噪结果 。 
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