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Abstract A basic formal deductive system UL of universal logic is introduced for the first time，and quotient algebra 

is constructed．Then valuation ol type H is introduced and reliability theorem is proven．Moreover．the relation 

between UL and the classical proposition logical system L and fuzzy logical formal deductive system L’are discussed． 
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1 引言 

自Zadeh[】 于1965年建立模糊集理论以后，一种初始形 

态的模糊逻辑也被提出[ 。尽管模糊推理在模糊控制中有直 

接的应用，也受到模糊系统与人工智能学界的广泛关注，但 

是，由于模糊推理长期以来没有严格的逻辑基础，致使其进一 

步发展受到限制，且不可避免地受到怀疑与批判[3] 不过，近 

年来，以王国俊教授为首的一批学者成功地将模糊逻辑和模 

糊推理结合起来。通过建立模糊逻辑的形式演绎系统、创建模 

糊推理的三I算法等一系列漂亮的工作[‘ ]，极大地推动了 

这一领域向理论和应用的纵深发展。 

另一方面。何华灿教授为了探索逻辑的一般规律，建立了 

能包容各种逻辑形态和推理模式的泛逻辑学理论口．8]。由于泛 

逻辑将模糊逻辑作为其特例，因而借鉴模糊逻辑和模糊推理 

研究的上述成功经验，建立泛逻辑学形式演绎系统，为不确定 

推理奠定坚实的逻辑基础，就自然成为一个极有意义的研究 

方向。 

事实上，语义理论和语构理论是逻辑学研究的两个重要 

方面，它们相互促进、共同发展。对于经典命题逻辑有形式推 

演系统 L，对于多值逻辑有著名的Kleene 3-值逻辑系统K3、 

Lukasiewicz 3-值 逻 辑 系 统 L3以及 J．B．Rosser与 A． 

R．Turquette的多值逻辑系统 R—T等。为了将模糊推理纳入 

严格的逻辑轨道，王国俊在文[4，9]中提出了模糊逻辑的形式 

系统L。，文ElO3中证明了该系统的完备性，从而说明了形式 

系统L’在语法与语义两个方面是和谐的，这也为模糊推理的 

研究奠定了逻辑基础。 

本文首次提出泛逻辑的基本形式演绎系统UL，讨论其 

基本性质，建立了商代数结构，引入了H～赋值的概念，证明了 

可靠性定理。我们还讨论了UL与经典命题逻辑形式系统L、 

模糊逻辑形式系统L’的关系。 

我们之所以称UL为泛逻辑的基本形式演绎系统，是因 

为本文只考虑泛逻辑命题联结词的基模型，即广义相关系数 

h、自相关系数 k均为0．5时的情况；同时，对于命题联结词也 

只涉及“非”、“析取”、“合取”、“蕴含”，对泛逻辑特有的“泛平 

均”、“泛组合”等命题联结词还未包括在内。不过，对基本形式 

演绎系统UL进行深入研究．将有助于建立泛逻辑的一般形 

式演绎系统 更重要的是，研究UL及其在不确定推理中的作 

用将是极有价值的重要工作．这将对模糊推理的所有应用领 

域产生积极影响 

需要说明的是，我们已成功地证明了系统UL是弱完备 

的，即UL在语义和语构两个方面是基本和谐的。关于这方面 

的结果将在另文中发表。 

2 形式系统UL 

定义1(UL中的公理) 设S是无穷集，-7是S上的一元 

运算，V，一是S上的二元运算。F(S)是由S生成的(一，V， 

一)型自由代数。称F(S)中具有以下各种形式的公式为公理： 

(UL1)A—-(B—-A) 

(ULZ)A一 ((A—B)一B) 

(UL3)(A—B)一 ((B—C)一(A—C)) 

(UL4)A一 _7一A 

(UL5)A—-(AVB) 

(UL6)(AAB)—-A 

(UL7)(AVB)一 (BVA) 

(UL8)AV(BVC)一 (AVB)VC 

(UL9)(一A一-7B)一 (B—A) 

(UL1O)((A—B)一B)一((B—A)一A) 

(UL11)(B—C)一 (AVB—AVC) 

其中。PA Q是一(一PV--,Q)的简写。 

定义2(UL中的推理规则) UL中有下述推理规则：MP 

规则(分离规则)——由A和A一层推得 。 

定义5(系统 UL) 由公式集 F(S)、公理(UL1)～ 

(UL11)以及MP规则组成的系统称为系统UL。 

定义4(系统UL中的证明) 系统UL中的证明是一个 

F(s)中公式的有限序列A ，A2，⋯，A_。对每一个 ≤，l，A是 

uL中的公理，或者存在j<i和k<i，使A是通过 和4· 
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运用MP规则而得的公式 上述证明叫做A的证明，记作 

A 。A 叫做UL中的定理。 

定义5 设 rcF(S)．A∈F(S)。从r到A的推演是一个 

F(s)中公式的有限序列A ，A。，⋯．A ，A 一A。对每一个 

≤，l，A，是uL中的公理，或者A。∈r，或者存在 < 和k<i． 

使A是通过A，和A运用MP规则而得的公式。这时也说公 

式A可从r推出，记作 r A 

显然．A是定理当且仅当A可从空集推出。从以上定义 

可直接得到： 

定理1 若 A ，A。．⋯，A 是 A 的证明，则对每一个 ≤ 

，1．Al，A2，⋯．A是A，的证明 

定理2(UL中的三段论规则HS) 设r一{A—B ．B— 

C}．则 r (A—C)。 

证明：1)A—B r中的元 

2)(A—B)一((B—C)一(A—C)) 由(UL3) 

3)(B—C)一(A—C) MP规则 

4) —C r中的元 

5)A—C 由3)，4)，MP规则 

定理5 以下公式是系统UL的定理： 

(T1)(A一 (B—C))一 (B一 (A— C)) 

(T2)(B— C)一 ((A—B)一 (A—C)) 

(T3)一．_7A—A (T4)A—A 

证明：(T1)的证明如下 

1)B—，((B—，C)—，C) 由(UL2) 

2)(B一 ((B—C)一 C))一 ((((B—C)一C)一 (A— C))一 

(B一(A—C))) 由(UL3) 

3)(((B— C)一C)一 (A—C))一 (B一 (A—C)) 

由1)．2)，MP规则 

4)(A一(B—C))一((B—C)一C)一(A—C)) 由(UL3) 

5)(A一(B—C))一(B一(A—C))由4)，3)，(HS．定理2) 

(T2)的证明如下 

1)( —B)一((B—C)一(A—C)) 由(UL3) 

2)((A—B)一 ((B—C)一 (A—C)))一 ((B—C)一 ((A— 

B)一(A—C))) 由(T1) 

3)(B—C)一((A—B)一(A—C)) 由1)。2)．MP规则 

(T3)的证明如下 

1)．_7A一一．_7．_7A 由(UL4) 

2)(．_7A一一一．_7A)一(．_7．_7A—A) 由(UL9) 

3)．7一A—A 由1)．2)，(HS．定理2) 

(T4)的证明如下 

1)A一一一A 由(UL4) 

2)．7．7A—A 由(T3) 

3)A—A 由1)．2)，(HS．定理2) 

定理4 在系统UL中成立：(T5)若 B—c，则 (A— 

B)—，(A—，C)。 

证明：1)(B—C)一((A—B)一(A--~C)) 由(T2) 

2)B—C 已知 

3)(n—B)一(A—C) 由1)．2)．MP规则 

我们称上述(T5)为左保序规则。 

定理S 在系统 UL中成立：(T6)若 A—B．则 (B— 

C)—，(A—，C) 

证明：1)A—B 已知 

2)(A—B)一((B—C)一(A—C)) 由(UL3) 

3)(B—C)一(A—C) 由1)，2)．MP规则 
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我们称上述(T6)为右反序规则。 

定理6 以下公式是系统UL的定理： 

(T7)(A—B)一 (一B一 ．_7A) 

(T8)A^B—，B^A 

(T9)(A—，B)̂ (A—，C)—，(A—，B V C) 

证明：(T7)的证明如下 

1)一一A—A 由(T3) 

2)(A—B)一(．_7_一7A—B) 由1)．(T6) 

3)B—，— —，B 由(UL4) 

4)(．_7．_7A—B)一(．_7一A一．_7一B) 由3)，(T5) 

5)(A—B)一(一_一7A一一一B) 由2)，4)．(HS．定理2) 

6)(．7．7A一一一B)一(．7B一一A) 由(ULg) 

7)(A—B)一(一B一．7A) 由5)。6)．(HS．定理2) 

(T8)的证明如下 

1)(一BV．7A)一(．7AV．7B) 由(UL7) 

2)((一B V_7A)一 (一A V—B))一 (～ (一 A V～B)一 

一 (一BV．7A)) 由(T7) 

3)一(．_7AV—B)一一(一BV—A) 由1)，2)，MP规则 

4)A B̂—B^A 3)的简写 

(T9)的证明如下 

1)(A—B)̂ (A—C)一(A—C) 由(UL6) 

2)C— (BV C) 由(UL5) 

3)( —，C)—，(A—，BVC) 由2)．(T5) 

4)(A—B)̂ (A—C)一(A—BV C) 由1)，3)。HS 

5 可证等价及商代数 

定义6 设A，BEF( )。如果 A—B且 B—A，则称A 

与B可证等价．记作A≈B。 

定理7 可证等价是F( )上的等价关系。 

证明：由定义知≈是对称的，由HS(见定理2)知≈是传递 

的．由定理3中的(T4)知≈是自反的，所以可证等价≈是， 

( )上的等价关系。 

定理8 可证等价关系≈是F( )上的(一．V．一)型同余 

关系．即：i)若A≈B，则一A≈一B；ii)若 ≈B且c≈D，则A 

V C≈BV D；iii)若 A≈B且C≈D。则A—C≈B—D。 

证明：i)若A≈B．则 A—B且 B—A，由(T7)及MP 

规则得一B一．7A。．7A一一B，于是一A≈一B。 

ii)若A≈B且C≈D。则据A—B、(UL11)及MP规则得 

CVA—CVB．再应用(UL7)及HS得 AVC—BVC；另一方 

面据C—D、(UL11)及MP规则得BV C—BV D。于是由HS 

规则得 AV C—BV D。同理可证BV D—AV C．于是 AV C≈ 

BV D。 

iii)若A≈B且c≈D．则据c—D及左保序规则(T5)得 

(A—C)一(A—D)；据B—A及右反序规则(T6)得(A—D)一 

(B—D)；从而据 HS规则得(A—C)一(B—D)。同理可证(B 

—D)一(A—C)．于是 A—C≈B—D。 

定理9 F( )上的可证等价关系≈具有下述性质： 

(T10)AV(BVC)≈ (AVB)VC 

(T11)A^(B^C)≈ (A^B)̂ C 

(T12)．_7(A V B)≈ ．_7A^．_7B 

(T13)__7(A^B)≈．_7A V—B 

证明：先证(T1O)成立： 

由(ULS)可得(AV )V c-+CV(AV )，再应用(UL7)、 

(U11)及MP规则得 CV(A V B)一CV(B V A)，于是据 HS 
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规则得(AVB)VC—CV(BVA)；而据(ULS)有 CV(BVA) 

一(cVB)VA，再据(ULT)、(U11)可得(cVB)VA—AV(c 

V B)一AV(BVc)，于是得CV(BVA)一AV(BVc)，从而 

(A V B)V c—A V(BV c)。结合(ULS)即得A V(BV c)≈(A 

VB)VC。 

(T11)可由(TIO)及≈为同余关系推出。 

下证(T12)成立： 

由(UL4)、(T3)得 A≈一一A，B≈一一B，据定理14 ii)可 

得A V ≈一一 V一一B，再据定理14 i)可得一( V )≈ 

一 (一一AV一一B)，即一(AVB)≈一A^一B。 

同理可证(T13)成立 

定理10 设 F(S)是UL系统中的(一，V，一)型自由代 

数，一是F(S)上的可证等价关系，则可在(一，V，一)型商代 

数[F]一F(S)／ 中引入序关系≤使得： 

i)([Vl，≤)构成偏序集，对[F]中任二元a一[A]与6一 

FB]，a V6：[A V B]恰为口与6在这个偏序集中的上界，且V 

满足交换律和结合律； 

ii)偏序集([F]，≤)有界，其最大元、最小元分别用1、o表 

示。如果A是UL中的定理，则[A]一1、[一A]一0一一1； 

iii)对[F]中任二元n= ]与6一[明，n≤6当且仅当n一 

6= 1： 

iv)一是关于序≤而言的[F]上的逆序对合对应，即a≤6 

6≤一n且对任意的n一 ]∈[F]有一一n—n； 

v)以f(a，6)记[vl上的蕴含运算口一6，则： 

① 厂(1，a)一口 ② f(a，a)一1 

③ ，(一口，一6)一，(6，口) ④f(a，O)一一口 

⑤，(口，6)≤，(f(6，f)，f(口，f)) 

⑥ f(a，f(b，c))=，(6，f(a，c)) 

⑦f(f(a，6)，6)一f(f(b，口)，口) 

⑨ f(f(b，f)，f(aV b，aVf))一1 

证明：i)由定理8知可证等价关系≈是 F(S)上的同余关 

系，从而保证了等价类之间的(一，V，一)型运算与各类中代 

表元的选取无关。对F(S)中的每个公式A．以 ]表示A所 

在的等价类，则： 

一 [A]一[一A]，[A]V[B]一[AVB]， 

[A]—+[ ]一[A— ]。 

现定义≤如下： 

[A]≤[B]当且仅当 A—B。 

容易证明，上述定义与[AI，[明中的代表元选取无关，且≤是 

]上的偏序。 

设 A、B∈F(S)，则 A—AVB， B—AVB，由此可知 

[AV B]是[A3与[B]在[vl中的上界。由(UL7)、(T10)可知 

V满足交换律和结合律。 

ii)设 A是 UL中的定理，则(UL1)及 MP规则得 B— 

，其中BE F( )，这说明此时A所在的等价类rA]是 ]中 

的最大元，记为1。又，由(UL9)知，此时对任意 B∈F( )有 

(一 — )一(一 一B)，而由 —B一 及 MP规则得 —A 

—B，这说明此时一A所在的等价类[一A]是[F]中的最小 

元，记为0，显然o=[一A]一[A]一一1。 

iii)设a一 ]，6一[明。如果口≤6，则A—B，应用(UL1) 

及 MP规则可推出：对F(S)中的任何定理C均有A—B—c， 

于是n--~b=【A]一[明一[A一明一[c]一1。另一方面，如果a 
- -~b=1，则[A一明= ]一[明=口一6=1，这说明A—B与F 

( )中的定理同在一个类，从而A— 为定理，即口≤6。 

iv)由(UL4)、(T3)立即可得[一一A]一[A]，即对[F]中 

任一元a一[A]有，一一口一口。 

如果对Fvl中任二元a一 ]、6一[明有n≤6，则A—B， 

从而由(T7)及MP规则得一B一一A，即一6≤一口。 

v)设n一 ]，6一 ]，f一[c3。 

① 任取UL中的定理B，则由(UL2)得B一((B--~A)一 

A)，再据MP规则得(B—A)一A。又由(UL1)知 A一(B— 

A)，于是B—A≈A。所以，(1，n)一1一n一 ]一 ]=[B一 

]一rA]=a。 

② 任取 UL中的定理B，则由(UL1)知 B一((A—A)一 

B)．应用MP规则得(A—A)一B。又由(UL1)知(A—A)一(B 

一(A—A))，再据(T4)及 MP规则得 B一(A—A)，于是 A— 

A≈B。所以f(a，a)一[A]一[A]一lAnAI=[B]一1。 

③ 由(UL9)及(T7)得(一A一一B)≈(B—A)，于是[一A 

一一B]一[B—A]，从而一 ]一[明=[明一 ]，即，(一n， 

一 6)一Y(b，a)。 

④ 由③、 )、①得f(a，0)=，(一0，一n)一，(1，口)=一n。 

⑤ 由(UL3)可推出f(b，f)≤ f(a，6)，f(a，f))。 

⑥ 由(T1)可推出f(a，f(b，f))一f(b，f(a，f))。 

⑦ 由(UL10)可推出f(f(a，6)，6)一f(f(b，n)，n)。 

⑧ 由(UL11)、(UL1)及MP规则可推出f(f(b，f)，f(a 

V b，aVf))一1。 

4 H一赋值及可靠性定理 

依据文[8]中泛逻辑命题连结词基模型的定义，我们引入 

定义7 函数 ：F(S)一[0，1]叫做F(S)的H一赋值，如果 

满足 ：(i) (一A)一1一 (A)；(ii) (A—B)一rain(1，1一口 

(A)+ (B))；iii)v(AVB)=rain(1， (A)+ (B))。 

可以在集合[o，1]上引入运算一，一，V，对任意z，y∈ 

[O，1]规定： 

(i)一z一1一z；(ii)z y=rain(1，1一z+ )；iii)xVy= 

rain(1．z+y) 

于是定义7中的条件可表述为： 

(一A)一一 (A) (A—B)一t，(A)一面(B) 

u(AVB)一 (A)V (B) 

这就是说F( )的H_赋值是从F( )到[0，1]的(一，一，V)型 

同态。 

用n表示F(S)的全体 赋值之集。 

定义8 设 A是 F(S)中的公式，如果对任意的t，∈0均 

有 (A)一1，则称A为重言式(永真式)，记为}A。如果A—B 

与B—A都是重言式，则称A与 B逻辑等价． 

容易验证A与B逻辑等价当且仅当对任意的t，∈0均有 

(A)一 (B)。 

以下定理表明：UL中的语构关于语义Q是可靠的。 

定理1 1(可靠性定理) UL中的定理一定是重言式，即 

若 AEF(S)且 A，则}A。 

证明：为证明本定理，只需证明UL中的公理(UL1)～ 

(UL11)都是重言式，并且UL中的MP推理规则保持重言 

式。 

设A ，A2，⋯，A是F(S)中的公式，E=g(A1．Az，⋯，At) 

是用一，一，V把以上公式联结而得的公式，t，∈0，则由t，为 

同态知 

(E)一 g’( (A1)， (A2)，⋯，t，(A1)) 

这里v(A )，v(A：)，⋯，v(A )为[0，1]上的实数，g’作用于这 
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些实数的方式恰如g作用于公式 。，A2，⋯。Al的方式。对公 

式 ，B，C，分别以P，q。r记 口( )，口(B)，口(C)。则易见UL 

中的各公理的赋值分别为 

(1)户一 (口一 户) (2)户一 ((户一口)一口) 

(3)(户一口)一 ((口一r)一 (户一r)) (4)户一一一户 

(5)户一(户V口) 46)(户A口)一户 (7)(户V口)一 (口V户) 

48)p V(口V r)一 (户V口)V r 49)(一户一 一口)一 (口一户) 

(1O)((户一口)一口)一 ((口一户)一户) 

(11)(口一r)一 (户V口一 户V r)。 

可以直接验证以上各式的值均为1。 

以上证明了UL的11条公理都是重言式。以下证明MP 

推理规则保持重言式。事实上，设 和 —B都是重言式。则 

对任意赋值口均有口( )一v(A--~B)一1。从而 

口(B)：1— (B)一 口( )— 口(B)： 口(A— B)一1 

所以B为重言式，这说明MP规则保持重言式。 

5 UL与形式系统L、形式系统L 的关系 

定义9[ (经典逻辑的形式系统L) 设 是无穷集．F 

( )是由 生成的 (一，一)型自由代数。称F( )中具有以下 

各种形式的公式为公理： 

(L1)A— (B— A) 

(L2)( 一 (B—C))一 (( — B)一 ( —C)) 

(L3)(一 一 一B)一 (B—A) 

称下述规则为MP规则(分离规则)：由 和 —B推得B。由 

公式集F4S)、公理(L1)～(L3)以及MP规则组成的系统称 

为系统 L。 

形式系统L能完满地刻画经典命题逻辑，在通常的语义 

(赋值)下，系统 L是完备的。容易证明，形式系统UL中的所 

有公理、定理都是系统L中的定理，但系统L中的公理(L2) 

在系统 UL中不必是重言式。比如：取口( )一0．6。口(B)一 

0．5，口4C)一0．4，则 口(( 一(B—C))一(( —B)一( —C))) 

一0．9≠1。因此，形式系统uL包含L为其特例。 

定义10[“ (L 中的公理) 设 是无穷集，F4S)是由 

生成的(一，V，一)型自由代数。称F( )中具有以下各种形式 

的公式为公理： 

(L 1)A一 (B—A) (L 2)(一 一一B)一 (B—A) 

(L 3)( 一 (B—C))一(B一 ( —C)) 

(L 4)(B—C)一(( —B)一 ( —C)) 

(L。5)A一一一 (L。6)A一 ( VB) 

(L。7)( VB)一 (BVA) 

(L‘8)( 一C)A( 一C)一 ( VB—C) 

(L‘9)( AB—C)一 ( —C)V(B—C) 

(L 1O)( —B)V(( —B)一一 V B) 

其中，P Q̂是一(一PV—Q)的简写。 

定义11[． (L‘中的推理规则) L*中有： 

(I1)MP规则(分离规则)——由 和 —B推得B； 

412)交推理规则——由 —B和 —C推得 —BAC。 

定义12c 们(系统L ) 由公式集F( )、公理(L 1)～ 
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(L。10)以及推理规则(I1)与(I2)组成的系统称为系统L。。 

下面我们分析泛逻辑的基本形式系统uL与L。的关系。 

(1)从语义角度看。UL彻底摒弃了自Zadeh算子开始一 

直沿用的“最大、最小”方案(关于其缺陷可参见文[83及文 

[1】])，V、A已不再对应最大值和最小值，且V、̂ 已不再满 

足分配律。比如：在H一赋值 的语义下，若分别取 ( )一 

0．6。 (B)一0．4。口(C)一0．5，贝4口( A(B V C)一 ( A B)V 

( AC))一0．6≠1。 

同时。系统UL中的公理 

(UL10)(( — B)— B)— ((B— )— A) 

在 L*中也不是重言式。比如：若对赋值 口取 口( )一0．6．口 

(B)一0．4。蕴含选用 算子，则口((( —B)一B)一((B— ) 

一A))一0．6。 

42)从语构角度看。在系统 UL中。公式集F4S)关于可证 

等价关系≈作成的商代数IF]。关于如下定义的序不再构成 

分配格4R是有界偏序集) 

[ ]≤[B]当且仅当 一B 

且 ]V[明、 ]A ]不再是上、下确界(只是上、下界)。同 

时L‘的以下结论在UL中不再成立： 

如果 —B且 —C。则 —B Ĉ 

如果 —C且 B—C，则 VB—C 

VA≈A AAA≈A 

前两个结论不成立说明：在uL中没有交推理规则和并推理 

规则。 

综上所述，形式系统UL与L‘是两个互不包含的独立系 

统。L 可看成Zadeh以“取大取小”为特征的模糊推理的理论 

抽象。而UL则是体现柔性推理思想的泛逻辑的理论概括。作 

者认为。研究泛逻辑的基本形式系统uL及其在不确定推理 

中的应用具有重要的现实意义。 
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