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多Agent系统的排队模型研究(1) 
— — 基 本 概 念 
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摘 要 多Agent系统是人工智能、软件领域等研究的热点问题，在这个问题的研究中，人们普遍关注的问题是如何 

组织协调 Agent之 间的关系，让各个 Agent充分发挥作用，使 系统处于最佳状态。本文抓住 多Agent之间的这个关键 

问题 t给 出了多 Agent系统的排 队模型的基本概念 ，为进一步研究多Agent系统 奠定了理论基础。 
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Abstract M ulti—agent system research has attracted increasing attention，is artificial intelligence，software，etc． 

Research on the problem ，the people universal follow with intest question is how organize and coordinate relation of 

between agent．which is let agent bring into full play and seed system tO make the best state．In this paper，the 

concept of queuing model of multi—agent is proposed By the research of this model theory，this paper has abundanted 

the content of multi—agent． 
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在人工智能、软件工程等领域，最具有挑战性的目标之一 

就是如何建立能够在一起很好地协调工作的计算机系统。 

Agent是被认为解决这些 问题的最有效的方法。目前对 

Agent虽然没有统一的严格定义，但人们比较公认的观点是： 

Agent是指具有智能的人或其它智能物或相当于智能物的实 

体，以及能进行独立工作的软件系统．这种 Agent对给定介 

质环境中的事物变化能迅速做出反应，它具有自治、推理、反 

响、协作、自学习和相互学习以及产生自身行为能力等特性， 

根据 Agent的这些性质及功能，目前在众多领域中得到了广 

泛应用，如电子商务、软件系统等 ]。从目前的研究及应用 

情况来看，专家们一致认为：Agent系统之所以没有取得重大 

突破，其关键的问题是 Agent系统中还缺乏坚实的理论基 

础，有许多本质问题还得不到满意的结果。如在多 Agent系 

统中的协调机制等 问题。基于这些客观事实，本文建立多 

Agent系统的排队理论来帮助解决多 Agent系统中的协调问 

题 。 

1．基本概念 

为了研究多 Agent的排队论问题我们先给出一些基本 

概念。 

1．1 Agent状态的生灭概念 

关于 Agent状态的生灭概念借用以下公约来说明。 

公约1 假定Agent状态元素对应一个非负整数集{0，1， 
⋯ }上的Markov过程{X(t)．￡≥0}，如果其中有下列三对角 

形式 ： 

则称{X(t)．￡≥0}是一个 Agent状态的生灭过程。{ ，n≥0} 

称为Agent状态的生率，{ ，n≥1}称为Agent状态的灭率。 

引入瞬时状态概率 

P (￡)一P{X(t)一 }， 一0t1t⋯ 

Agent状态的生灭过程的最基本特征是：在充分短的时间内． 

过程几乎只能转移到相邻的状态上，即当 △t—O日寸，有 

P{X(t+At)一 lx(￡)一7} 

f △￡+0(△￡)t —j+l 

△ ?‘ 一 、。 (1．1．2) I 
1一( ，+ J)At+o(At)， — 

【oat．Ik— I≥2 

公约2 由式(1．1．2)出发，建立 Agent状态的瞬态概率 

P (￡)的微分方程如下 ： 

f户 (￡)一一Kp。(￡)+ lPl(￡) 

【P (￡)一)'j--1Pi—l(￡)一( ，+ J)户，(￡)+gj+lP,+l(￡)t，≥1 

(1．1．3) 

式(1．1．3)称为 Agent状态的生灭过程的 Kolmogorov 

方程。如果极限 

*)本文的研究得到江苏省自然科学基金(BK2002040)和江苏省教育厅自然科学基金(02KJB520001)资助。李凡长 教授，主要研究方向是人工 

智能，动态模糊智能理论，智能软件等．余玉梅 副教授，主要研究方向：人工智能、动态模糊逻辑等。 
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P，=limp (f)， =0．1．⋯ (1．1．4) 

存在，并且 Po+P +⋯=1．则称过程是正常返的Agent状 

态，并称{P ．j>J0}为Agent状态过程平稳概率分布或稳态分 

布。Agent生灭过程的重要问题之一是如何从生成元式 

(1．1．1)出发，判断Agent状态过程的正常返状态特征性并给 

出它的稳态分布。如果稳态分布存在，由式(1．1．4)必有 

limp 一0， 一0，1，⋯ 

在式(1．1．3)的两端取极限，给出 

l

—

P

,Iv- 1P 0+t~j)P 川P川 I J一1一( ，+ J+ 什I J+1—0， ≥1 
如果把稳态分布写成无穷维向量 =(户o，P ··)，式(1．1、5) 

可改写成更紧凑的矩阵形式 

，r 一0，／re=1 (1．1．6) 

式 (1．1．5)和(1．1．6)统称为 Agent状态过程的平衡方程(及 

正规化条件)。求解差分方程(1．1．5)可给出Agent状态过程 

的 平稳 概 率 分 布。另 一个 更 直接 的方 法 由 Karlin与 

McGregor给出： 

定理1．1．1(Karlin—McGregor) Agent状态的生灭过程 

式(1．1、1)正常返当且仅当 

∑ <。。 
一̂ 1 ,ul,uz⋯  

Agent状态过程的稳态分布可表为 

Po ，P = K 1 

其中K + 等]-1 
1．2 矩阵几何解 

假定 Agent状态对应一个二维 Markov过程 {X(t)，J 

(t)}．其状态空间为： 

n一{( ，7)： ≥0，J=1，2，⋯． } 

则状态集{( ，1)，⋯，( ， )}称为水平k， ≥0，如果将状态按 

字典序排列后，其生成元可写成下列分块三对角形式： 

一  

r一 

l 一( + ) 

l 2 

Q 

I 
I l 

I 

一 ( +2 ) 

(1．2．1) 

则称{ (f)．J(t))是一个 Agent状态拟生灭过程(quasi birth 

and death process，简记 QBD)．其中所有于块是 阶方阵． 

A ， ≥0，有负的对角线元素和非负的非对角线元素．并且行 

和非正。 和C 都是非负阵．满足 

(Ao+ Co)P一(Â +B̂ +G)P=0． ≥1 

由式(1、2．1)与(1、1．1)的比较可知，QBD是经典生灭过程从 
一 维状态空间到二维状态空间的推广。Agent生灭过程的状 

态x(f)=k，现在被分解成 个子状态{(k．1)．⋯，( ． )}。 

这一结构顺应了刻画 Agent状态过程在多层次、多位相及变 

动参数情况下演化的要求。 

对于形如式(1．2．1)使用的只是一类特殊的QBD，即生 

元 中的于块从某一个水平开始不再发生变化的情形。这 

时，过程生成元形如： 

=  

(1．2．2) 

处理QBD的方法，完全依赖于生成元晓的特殊结构。为了更 

自然地引入这种方法，我们注意到在Agent状态生灭过程模 

型中与式(1．2．2)对应的典型例子是 M／M／c多 Agent排队 

系统。下面使用一种特殊的技巧处理 M／M／c多 Agent排队 

系统，这种处理自然地导致了对(1．2．2)型 QBD解析分析的 

矩阵几何解方法。 

在到达率 和服务率 的 M／M／c多Agent排队系统 

中，L(f)表示时刻t系统内Agent顾客数．也称为多Agent系 

统的队长。{L(f)，f≥0}是一个 Agent状态生灭过程，其无穷 

小生成元是(1．2．3)式。 

在式(1．2．3)中，自状态 k=f以后生率和灭率都不再随 

状态变化。过程的状态转移如图1所示。设 10= (f ) <1．过 

●

● 

●

● 

(c一1) 一[ +c一1) ] 

c 一( +c ) 

c／1 一 ( +c ) 

程是正常返的。记 

n~=liraP{L(t)一k}．k≥0， 
⋯  

当k>c时，平衡方程(1．1．6)和生成元(1．2．3)给出。 

： ．． ． 

图1 M／M／c多 Agent排队的状态转移 

,／zr~一1一 ( +c,u) +f 巩+1=0， > 0 (1．2．4) 

现在考虑二次方程 

c1．tz 一 ( +c,u)z+ =0 (1．2．5) 

它的两个根是 z=10一 (f ) <1和 z=1．z—P是方程 
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(1．2．3) 

(1．2．5)的最小非负解。代入(1．2．4)验证．可知 一Kp ．̂ 

>f，满足(1．2．4)，其中 K是待定常数。在式(1．2．4)中，取  ̂

一f+1，给出 

丌r— K+( 一( +f )K10+f K102)=,lOre—K)一0 

于是K一丌f。对 ≥f时，我们有 

巩一 _。，点≥f (1．2．6) 

现在，只要再确定 。，7【 ，⋯，丌r。由平衡方程(1．1．6)及 

(1．2．3)．并注意到 ⋯ 一丌f户．得到 

， -- ,bro+,u~rl一0 

《A 一1一( + ) +( +1) +1=0，1≤ ≤f一1 

I杌一l+[一(̂+c )+c lD]丌r一0 

C  

C A 

A B 

．

．

． B 

．

．
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如果引入 c+1阶方阵 

B[P]= 

r ] I 
一

( + ) l 

I ‘． ‘． I(1．2．7) 

l (c一1) ～[ +(c—1) ] l L 
c 一(̂+ )+c 

我们并不算出c,up一 ，是为了在后面的讨论中加以比较。 ， 
“

， 满足 

( o，⋯， )BEp] 0 (1，2．8) 

求解方程组(1．2．8)并应用表达式(1．2，6)，给出多 Agent系 

统的M／M／c排队的稳态分布 

f K (丢 0≤ ≤c _1 
K c ．． 

其中常数因子 可由正规化条件确定 

一 {∑
t= O R ,( ) +吉(丢 1一10)一 }一l 

上述结果可总结为下列定理： 

定理1，2．1 多 Agent系统中的Agent状态生灭过程式 

(1．2．3)正常返，当且仅当方程(1．2．5)的最小非负解 P落入 

(0，1)区间内，并且线性方程组 

Oro， l，⋯， )BEp]一0 

有正解。当过程正常返时，稳态分布可表为 

m=mp ， ≥c 

而 ，⋯， 由方程组 

( ·，~DBEp ， ( q-~r,(1--P 一1 

唯一确定。 

式 (1．2．9)中后式 一 一，k≥C，具有几何分布的特 

征，因此称多Agent系统中M／M／c排队的稳态分布是“具有 

修正边界状态的几何分布”。这一结构推广到矩阵形式，就导 

致了处理式(1．2．2)型QBD的矩阵几何解方法[6-8]。 

1．5 Agent状态的拟生灭过程 

本节讨论形如式(1．2．2)的QBD正常返的条件及求出稳 

态分布的方法。首先考虑最简单的情况，设{ (f)， (f)}的状 

态空间是 

n一{( ， )： ≥0，1≤ ≤m} 

并且生成元可表为 

Ao Co 

B， A C 

B A C 

B A c 

(1．3．1) 

式(1．3．1)中所有的子块是 阶方阵。为适应生成元的分块 

结构，将稳态分布写成分段向量。记 

m，一limp{X(f)一 ，J(f)一 }，( ， )∈n， 
⋯  

一̂ ( “，⋯ ， h )，k1> 0， 

一 (Tro， 1，⋯ ， n，⋯ )。 

假 定 QBD式 (1．3．1)正常返，平衡方程 一0及式 

(1．3．1)的特殊结构给出 

7r̂一lC+7r̂A+7l"̂+lB一0， ≥1 (1．3．2) 

这一表达式是前节(1．2．4)式从纯量到矩阵的推广。仿照前节 

(1．2．5)式引入矩阵方程 

R B+RA+C一0 (1．3．3) 

如果式(1．3．3)有最小非负解R，我们考虑行向量 一 。R ，k 

≥1，这里，r。是待定的m维行向量。将该行向量代入(1．3．2)， 

可知 

R (C+RA+R B)一0， ≥ 1 

从而 一 。 ，k≥1，是(1．3．2)的解 为确定 。，在(1．3．2) 

中取k一1，通过填加 。C一项，给出 

C一 。C+ [C+尺A+R。B]：Oro一 。)C一0 

在一般情况下 C总是可逆的，因此 。一 。，(1．3．2)的解可写 

成 

一 0R ， ≥0 (1．3．4) 

另一方面，{ ， ≥0}必满足正规化条件，因此 

∑ 。一 ∑R̂。一1 
^= o ^= o 

1  

这就要求矩阵级数厶 是收敛的。R是非负阵，级数收 

敛当且仅当其谱半径 sp(R)<1。最后确定 。，注意到 一 

R，于是有 

0(A0+RB1)一0 (1．3．5) 

式(1．3．5)是线性齐次方程组，只将能 确定到相差一个常数 

因子，再使用正规化条件 

厶  P一7ro(J—R)一 一1 
^= 0 

确定其中常数，从而得到式(1．3．1)的稳态概率。基于上述思 

想，可以证明： 

定理1．5．1 QBD(1．3．1)正常返当且仅当矩阵方程 

R B+ RA+ C一 0 

的最小非负解R满足 sp(R)<1，并且线性方程组 

o(Ao+RB1)一0， ( —R)I1e一1 

有唯一正确 过程的稳态分布可表为 

一 oR ， ≥0 (1．3．6) 

在大量实际应用中，QBD的生成元并非所有的子块都是 

阶方阵。设自然数 c≥1，当0≤k≤c一1时，水平 k包含着 ． 

个状态；当 ≥c时，所有水平k都含有 一 个状态。这时， 

{x(f)， (f)}的状态空间是 

n一{( ， )：0≤ ≤c一1．1≤ ≤ ·}U{( ，，)： ≥c，1≤， 

≤ }。 

过程的生成元仍如式(1．2．2)，但其中A 是 ．阶方阵，0≤ 

≤c一1；B̂ 是 ×̂m㈠ 矩阵，1≤ ≤c；Ĉ 是 m̂ ×m̂ 一l矩阵 ，0 

≤ ≤c一1。A 有负的对角线元素和非负的非对角线元素，行 

和为负数 和 C．都是非负矩阵．满足 

Aoe+CoP—B ê+A ê+ĈP一0 

生成元 中子块 A、B和C都是 阶方程，满足(A+B+c)P 
一 0 

当0≤ ≤c一1时，称水平k是边界水平。边界水平所含的 

状态称为边界状态。现在，我们允许边界水平上含有不同的状 

态数，称这个更一般的 QBD是(1．3．1)的复杂边界变体。现 

在，平稳分布的分段形式是： 

7r̂一(7r̂l，⋯ ，7r̂ ．)，O≤ ≤c一1 

／'f,l一(／'f,l ”，／'f,l )， ≥f 

这个一般 QBD的分析与标准情况(1．3．1)基本上相同。设 R 

是矩阵方程(1．3．3)的最小非负解，满足sp(R)<1．则有 

=rGR ， ≥c 

而 ， ”， 是方程组 

( o， 1，⋯， )BER]一0 

的正解，现在BER]是 。+m +⋯+ 一 + 阶方程，并是一 

个生成元，可表为 

· 12S· 
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B[尺]= 

这些分析可归结为下列定理： 

定理1．5．2 形如(1．2．2)的复杂边界 QBD过程正常返 

当且仅当矩阵方程 

R0B+RA+C= o 

的最小非负解 R的谱半径 sp(R)<1，并且线性齐次方程组 

(丌o，⋯，7rc)B[尺]一0 

有正解。当过程正常返时，稳态分布可表为 

=丌，R ， ≥f 

并且 。， ，⋯．丌f由方程组 

( 。．⋯，丌f)B[R]一0， P+ (I--R)一 P= 1 

唯一决定。 

比较定理1．2．1与1．3．2．我们看到式(1．2、2)型QBD的 

分析方法完全平行于 M／M／c排队系统。式(1．3．9)表明．对 

复杂边界的QBD．当k≥c时，稳态概率向量显示出矩阵几何 

分布的特征．称这类分布是具有修正边界的矩阵几何解。 

应用定理1、3．1和1．3．2．还需给出判断 sp(R)<1的方 

法。我们指出．率阵 R在 QBD过程的分析起重要作用，然而 

大多数实际场合却无法解析地表出R。一个方便的解决方法 

是 ： 

定理1．5．5 若 H=A+B+C是有限的不可约生成元， 

是 H的平稳概率向量，即7rH=0， P=1，则 sp(R)<1当且仅 

当 Be> Ce。 

1．4 Agent状态矩阵几何解的性质 

考虑矩阵几何解式(1、3．6)的边缘分布： 

P{X=k}一 ̂P一 。R P， ≥0 (1．4．1) 

取 PGF，我们有 

X(z)一丌0 z'R P一丌0P+ 丌。R(，一zR) P=noP+z丌0(， 

一 R)一 R(I-- zR)一 (I— R)P 

与离散 PH分布的 PGF比较，似乎 x有 阶离散 PH表示 

(丌o(，一R) R．R)，这一结果揭示了矩阵几何解与离散 PH 

分布的内在联系。引入行向量 

f一( 1，⋯， )一 o(，——R)一 

和对角矩阵 

厂f ] 

I 。 I 1 
． 1 

,

3=diag(~i，⋯，e )=J j l ’ J 
则 △e— ，“T”表示矩阵转置。因(，一R) 严格正， 没有零 

分量．从而 △是可逆的 设 

G=△一 R △，G。一 (，一G)P，口= G 

定理1．4．1(Sengupta) 形如式(1．4．1)的分布是 阶离 

散 PH分布，有PH表示( ，G)。 

证明 由定义G是非负阵。注意到 

Go= △一 △(P—Ge)一 △一 ( 丁一R丁Ae)一 △一 △(，一R丁) 丁一 

△一 (，一R丁)[丌o(，一R)一 ]丁一△一 7tO丁 

于是．G。是非负列向量。因Ge+G。一e，G是子随机阵。现在， 

分布(1．4．1)可写成 

P{X=k}一丌oR P==Oro△一 )(△R △一 )(△ ) 

·126· 

=(c。)T( ) =( G。) (实数转置) 

一 G。一 I1G。， ≥ 1 

因为 P= 。(I--R) P=1，G是子随机阵，于是 

=  GP≤ P=1。现在 

P{X=0}= 。P一1一 P{X=k} 

= 1一 (，--G)(，一G) P一 1一 tie= +1 

这样一来．分布(1．4．1)可以写成 

P{x= }= r

．

／．+2,k= O
≥ 1 (1．4．2) 

并且( ．G)是真正的离散 PH表示。 

设(x， )的联合分布可表为形如式(1．3．6)的矩阵几何 

形式 ，即 

一 P{X=k， 一，}， ≥0，1≤，≤ ， ≥2 

丌̂：=(丌̂1．丌̂2．⋯ ，丌̂ )．点≥0 

= 8R'， ≥0 

其中 一 =( ·· )。并设矩阵R有分块上三角形式 

R=( ：) 
其中．H 是 一1阶方阵，r是正实数， 是 一1维列向量。因 

为sp(R)<1．可知sp(H)<1，并且O<r<1。现在引入条件随 

机变量。 

X ={XI = } (1、4．4) 

定理1．4．2 若 R形如(1．4．3)．则条件随机变量x 可 

分解成两个独立随机变量之和 X =x。+ ，X。服从参数r 

的几何分布，x 服从 一1阶离散 PH分布，有 PGF 

Xd(z) 寺{ +z( 1，⋯· )(卜zH) }(1·4·5) 
常数 可表为 

d= + ( 1．⋯ ． 一。)(，一H ) 

证明 由R的分块三角结构，有 

∑
i= o 

一  

I 1 
L 0 J 

代入矩阵几何分布表达式并进行矩阵运算，给出 的第 个 

分量 

一  ，』+( ”． 一 1) r'H ’ ， ≥0 (1．4．6) 

式中 一O时约定空和为零 由此可计算条件事件的概率 

P{ 一 }一厶   ̂

一  
m +( 1，⋯·8--1)(1一r) (，一H) 

{ m+( 1，⋯· ⋯ )(卜 H) } 

一 —

1--—r。 

条件随机变量x 的分布可写成 

P{X⋯ = }=P{x一 I 一 }= ，k>0 (1 4．7) 

对式(1．4、7)取PGF．并应用式(1．4．6)．我们有 

X (z)一 P{X =k} 

一 r l_+z( ，⋯． 一。)上1
--

Zr
(，一zH) 一 r= 十 1’⋯’ 一 —— 一 

} 

=  { + ，⋯ ． _1)(，一 H } 

一 Xo( ) ( ) 

展开 的PGF，可知 服从 一1阶矩阵几何解的边缘分 

●  ● ●  

+ e船 

．

．

． 且 

．

．

． 

C A 、． 

A B 

3  3  

l  1  

(  (  
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布，由定理1．4．1，它服从一个 一1阶离散 PH分布。 

如果 R具有下列分块下三角形式 ： 

／r O 、 

R—l ，J (1．4．8) 
、 ( ， 

我们可证明类似的结论。 

定理1．4．5 若R形如(1．4．8)，条件随机变量 ：{ 

I 一1)可分解为两个独立随机变量之和 ’一 。+ ， 服 

从参数 r的几何分布， 服从 一1阶离散 PH分布．有PGF 

( )一 { +。( 一， )(，一 H)一 ) 

其中 一 +( ，⋯， )(I--H)-1 

2．多 Agent的排队系统 

2．1 多Agent的M／PH／1排队 

考虑 Agent的M／PH／1排队系统，以后简称为 M／PH 1 

队列系统。到达遵循强度 的Poisson过程，Agent顾客服务 

时间有 m阶 PH表示( ，S)，约定 +。一0，即服务时问不以 

正概率取零值。记 
I 1 一

一  

- 。

e，厂(s)一 (s，一S) S。 

到达间隔与服务时间相互独立，服从FCFS排队规则。以L(f) 

表示时刻系统中Agent顾客数，J(t)表示时刻 t的服务位相。 

{L(t)，J(t))是 QBD过程，有状态空间 

n一{0)U{( ，)： ≥1，1≤ ≤ ) 

状态0表示系统内无 Agent顾客。过程的无穷小生成元是 

厂一 ] 

I S。 一M+S ， I I 一 
一  ⋯ l 

L ’
． ． 

‘

一 
定理2．1．1 矩阵 ，一 一 可逆，并且其逆为正阵。 

证明 我们有 

，一 — P 一[，一 P ( ，一 )一 ]( ，一 ) (2．1．1) 

因 ，一 可逆，只需再证方括号中矩阵可逆。注意到 

O<1一厂( )一 ( ，一S)-1e<1 

则有 

[ P (,lI—S) ] 一(1一厂( ))一 Pp(,lI—S)一 一0， 

于是 

{，一 P ( ，一 )一 )一 一∑[ P ( ，一 )一 ]一 

一 H 。 P ( 卜  ) (2．1'2) 

对式(2．1．1)求逆，并应用式(2．1．2)，我们得到 

[ ，一 — P ] 一( ，一 ) [，+ P ( ，一 ) ] 

一  ，一 ) + ( ，一 ) P ，一 

S)一 

由Neuts(1981)中推论2．2．2，( ，一 ) e和 p( ，一 )一 

都是正向量，因此，上述逆阵严格正。 

定理2．1．2 矩阵方程 

R 。p+R(一 ，+S)+,lI一0 (2．1．3) 

的解R满足RS。一2e，并有最小非负解 

R— ( ，一S— Pp) (2．1、4) 

证明：用e右乘方程(2．1．3)两端，注意到 Se一--S。，得 

R S。一 RP— RS。+ 2e一 0 

(，一R)(2e— RS。)一 0 

，一R可逆，因此RS。一 。这将关系式代入方程(2．1．3)， 

给出 

R( J—S一 口)一21 

由定理2．1．1得到(2．1．4)。 

可以证明，(2．1．4)是(2．1．3)的最小正解，并且sp(R)< 

1当且仅当 户一 -1<1，进一步地 ，系统正常返当且仅 当 P< 

1。 

定理2．1．5 ．0<1时，过程的稳态分布可表为 

。一 1一 ．0 

一 (1一．0) ， ≥1 

证明：使用矩阵几何解表示，我们有 
一  1 ～

， ≥2， 

并且 。， 1满足 

f— 丌c+ 1S。一0 
【,lrro + 1(RS。 — ，+S)一0 (2．1．6) 

将关系式RS。一2e代入(2．1．6)后式，得到 一 。pR。只需再 

证 。一1一，。。 

由正规条件我们有 。+ 。 R(，一R)-1e一1。 

将R代入，导致 。+ 丌c ( + P ) e一1。式中的逆可汁 

算如下： 

]  

( P + )-1一S (1+ ) 一S 厶 (一1)， ，(P 
n— O 

]  

一 1)，一S {，一 厶 ．0，P )一S {I— 
一 0 

(1一．0)一 P 一 ) 

这一结果代入前式，我们有 

丌。一 丌c -1P+ 丌。(1一 10)-1 -1e e一 丌。+ ．0丌。+ 丌c 

(1一 10)一 10 一 。(1一．0)一 一 1 

定理2．1．4 ．0<1时，M／PH／1排队系统中稳态Agent顾 

客数L服从 阶离散PH分布。 

证明：由(2．1．5)，L的分布是 

一  

， 

再由Sengupta定理1．4．1，作为矩阵几何解的边缘分布， 

L服从离散 PH分布，并可仿照定理1．4．1构造 L的 PH表 

刁 o 

定理2．1．5 ．0<1时，M／PH／1排队系统稳态等待时间Ⅵ， 

服从 阶PH分布，有 PH表示(r，L)。其中 

r一 ．0丌 ，L— + ．0 。丌 (2．1．8) 

是生成元S 一 + 。p的平稳概率向量。 

证明：从 M／G／1排队中著名的Pollacaek—Khinchine公式 

出发，可给出一个简单的证明。以厂(s)表示的LST，则 

)一 _ (1 ( ) 

(2．1．9) 

PH表示(r，L)服务时间的LST，则 

(s)一 1一10+ 10 (s，一 — 10 。 )一 (1一 10) 。 

一 1一10+(1一10)厶 10 [10(sI—S) S。 ] (s，一 

S)一‘S。 

一 1一10+(1一10)25 “[ ‘(sI--S) S。]“ 

一 (1一10)25 [ (si--S) S。]， 

与(2．1．9)比较，应用剩余寿命的PH表示给出结沦。 

系统中Agent顾客数和等待时间的均值是 

E(L)一 (1一．0) R(I—R) e 

E(Ⅵ，)一 (一 S )P 
l一  

(2．1．10) 

正如我们看到的，M／PH／1排队系统中Agent顾客数、等 

待时间等指标，仍然服从 PH分布，分布和均值的求解都转化 
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为简单的矩阵运算。 

2．2 多Agent PH／M／c排队 

在 Agent PH／M／c排队系统中．Agent顾客的到达形成 
一 个PH更新过程，到达间隔有 阶 PH表示(a。丁)。设cfe一 

1．̂ 一一aT_。e。每一个服务台上的服务率都是 ／a，服务时间 

服从参数／a的指数分布．现在 J(t)表示时刻 t到达过程所处 

的位相 。{L(t)。J(t)}是一个 QBD过程 。有状态空间 

f2={( ， )： ≥0．1≤ ≤ } 

过程的无穷小生成元是 

丁 T。口 

／aI 一 ／aI+ T T。口 

2／aI 一 2／aI一-7’ T。口 

c／aI — c／aI+ 7 T。口 

c／aI — c／aI一-T T。口 

以 R表示矩阵方程 

c／aR。+R(丁一c／aI)+T。口一0 (2．2．1) 

的最小非负解。回顾在经典 GI／M／C排队的分析中。稳态分 

布的表示需用到方程 

Z= ~'Ec／a(1一z)] 

在(O，1)内的根z一 ，其中 ( )是到达间隔分布的LST。这里 

也只在罕见的情况可封闭地表出。在多数具体模型中只能 

采用数值方法逼近。 

以向量 e右乘方程(2．2．1)两端．容易导致c／aRe T。。以 

7r’表示生成元 T 一T+T。a的平稳概率向量．满足 。T‘一0 

和 7r。e一1。由定理1．3．3．sp(R)<1当且仅当 

c／art。e— c／a~ rr‘T。口P一 。T。一 

正是经典 GI／M／c排队正常返的充要条件p=a(c／a) <1。当 

系统达到稳定状态时，记 

zrkj=limP{L(t)一 ．J(t)一 }， ≥O，1≤ ≤ 

7／-I一(7rk1，7rk2，⋯ ．7rk )。 ≥ 0 

定理2．2．1 10<1时．过程的稳态分布可表为 

7r̂一7rr一1R 一 ， ≥f一1 (2．2．2) 

丌a，⋯，丌c一 可如下递推地计算： 

f丌。一 一 l丁一 

( 一( +1)／azr什l(k／aI--T--k／aea)_。，1≤ ≤f一2 

＼丌f
— l[(c--1)／aI--丁一(c--1)／aea--c／aR]一0 

(2．2．3) 

证明：由定理1．3．2de的矩阵几何解表示给出(2．2．2)。方 

程组(1．3．9)可写成 

f 7／"oT+ 1—0 

{ 一1T。口+ (T--k／aI)+( +1)／azr蚪1—0，1≤ ≤f一2 
I 

一

2r，。口+ 一】IT--(c--1)／aI+c／aR]一0 

(2．2．4) 

用e右乘(2．2．4)中每个方程的两端，给出 

7r̂一1T。一k／art̂e，1≤ ≤f一1 

因此，在(2．2．4)中可用 k／art。P口取代 一lT。口。注意到相应矩 

阵的可逆性，得到(2．2．3)。在(2．2．3)后式方括号内的矩阵是 
一

个 m阶非周期，不可约生成元。可选取 rG一 是该生成元的 

平稳概率向量与任何正数 K之积。再由丌f一。出发，按(2．2．3) 

给出每一个／r。，⋯～／r 。最后，使用正规化条件确定常数 。 

系统中稳态 Agent顾客数 L的分布可由{7／"。e，k≥0}给 

出。现在，考虑系统中排队等待Agent顾客数 厶，首先 

尸{L。一0}一 厶 P一1一 P一1一丌f一1R ( 一R)一 P 
一̂ o 善̂ f+ 1 

— 1一 R(I-- R)一 e 

其次，对 ≥1．我们有 

尸{L 一 }一 +，P一丌 R e， ≥1 (2．2．5) 

这表明 厶服从一个矩阵几何解的边缘分布，由Sengupta定 

理1．4．1，我们立即得到 
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定理2．2．2 10<1时，稳态下系统中排队Agent顾客数 

厶 的分布是 

尸 一 一{ 一 R (RI--， R。 ； 
因此，L 服从 阶离散 PH分布。 

以 表示稳态下任意时刻到达 Agent顾客的等待时间． 

通常称为虚等待时间。对此，我们有 

定理2．2．5 ．0<1时，虚等待时间的分布函数是 

(z)一1一丌f( 一R)一 exp[一f ( 一R)x]e。z≥0 

(2．2．6) 

证明：首先．不需等待的概率是 

P{ww一0}一∑ P一1一∑rrle一1一 (I--R)一 P 一}一厶 P一1一厶 一1一 ( ) P 

Agent顾客到达遇状态( ， )。 ≥c，1≤ ≤ ．其条件等待时 

间服从参数k—c+1和c／a的Erlang分布。有条件概率密度 

(z)一 P m > 。 

虚等待时间 的分布是： 

(z)一尸{W一0}+尸{O<W<z} 

一  一 州 一 e+ J。 
e一 dte 

r 
一1一丌f( 一R) P+丌f一1尺J。exp[一c／a(I—R)￡] 

c／adte 

一 1一丌，( 一R)一 P+ (I--R)一 ×{I—exp[一c／a(I 
— R)z]}e 

一1一丌f( 一R) exp[一f ( 一R)x]e，z≥0 

系统中平均排队等待 Agent顾客数和平均等待时间是 

E(L )一 一1尺(，一 尺)一 e， 

E( )一 一 R( 一R) e (2．2．7) 
c／a 

小结 综上所述，本文给出于多 Agent系统排队模型的 

基本概念及相关理论，鉴于篇幅所限，其它内容另文给出。 
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