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摘 要 文章i~-i~-了基于统计学习理论中满足较小置信范围时，采用沃尔什函数逼近机器学习响应函数，从而在结构 

风险最小化原则条件下使风险泛函最小，保证 了小样本环境下机器学习的误差最小，并且获得较好的学习推广能力。 
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Abstract This paper presents a new solution that risk functional becomes the least，under SRM principle when 

W alsh function is used tO approximate responding function of learnig machine，which also leads error of the learning 

machine tO be the least respecting tO less trust scope with the small sample problems，and the better learning 

generalization ability can be obtained． 
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1．引言及预备知识 

1．1 学习过程的 SRM 

1．1．1 学习问题的表示 根据 Vapnik的统计学习理 

论Ea]，设有定义在空间 z上的概率测度 F(z)，存在函数集合 

S一{Q(z，a)，a∈A}，学习的目标是使风险泛函最eJ,tl：。即： 

R(口)一 ( ，fcx，口))dF(x， ) 
J 

r 

— pcz，a)dF(z)口∈A (1) 
J 

其中：(z 一∞)为训练集，z为样本数。由于F( ， )的未知 

性，(1)式是无法确定的，因此依据经验风险最小化原则 

(ERM)，通常以经验风险泛函足 Ca)去近似R(口)，即： 
， 

1 ＼]  

足 Ca)一÷ 厶 Q(zI，口) (2) 
‘ t 1 

1．1．Z 结构风险最小化原则及问题的提 出 Vapnik同 

时指出 ]：在机器学习过程中样本数是有限的，所以在z为有 

限的小样本情况下，若保证机器学习有良好的推广能力，应满 

足如下条件： 

在损失函数集 S一{QCz，a)，a∈A}上构造一个结卡勾S c 

S：CS ⋯CS ，从中选一个合适的元素S 及 Q(z， )∈S ， 

使： 
， 

R(8)≤R (口 )+ (÷) (3) 
III 

其中右端第一项为经验风险，第二项为置信范围。学习的问题 

就是使(3)式的不等式最小化，有两种方法可实现这一点。 

第一种，确定(3)式的VC维 h ，并使置信范围较小，当 

R⋯( )最小时，则R cd)最小。 

第二种，保持 R⋯Ca)值固定，采取最小化置信范围的方 

法使R⋯ cd)最小。 

本文采用的是第一种方法。 

2．指示函数的沃尔什函数逼近 

满足上述第一种方法，引入指示函数集合 fCw， )，W∈ 

，将 ： 

R p(口)一了1∑Q(z ，口)一_了_1∑( ( )一fc ， ))。C4) 

最小化，其中( ，Y。)，⋯，( ，，Y，)为训练集， 为向量，Y ∈ 

{1，一1}， 一1，2，⋯，z，fCw， )∈{1，一1}，W为参数向量。将 

fCw， )表达为沃尔什函数，令： 

fc ， )一1-[ g [c。 ( ．2~．ffx)] 

此式为沃尔什函数的余弦表达 ，且 

W } 令 为非负数，且其二进制表示式为 
p一 1 

∑ ，，2r，( ，，为0或1)，户为 

．

‘

．f(o， )=sgn cos(0·7r )]一1 

(5) 

的二进制表示时的位数。 

fc1 )=sgn cos(1×2。·7r )]一sgn cos Cfix,)] 

厂(2， )一sgn cos(1×2 丌 )]·sgn cos(0·丌 )]一sgn 

cos(2*rx，)] 

f(3， )=sgn[cos(1×2 ·7r )]·sgn cos(1×2。·7r五)]一 

f(2， )·fc1， ) 

同理 ： 

f(4， )=sgn cos(4rim )] 

厂(5， )=sgn cos(1×2。·丌五)]·sgn cos(1×2。·丌五)]一 

f(4， )·fc1， ) 

f(6， )一_厂(4， )·f(2， ) 
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f(7，z )一，(6，z，)·，(1，z ) 

f(8 )=sgn~COS(8 )] 

，(9，z )一，(8，z ) ，(1，z ) 

根据上述规律 ，注意到： 

，( ，，z件 )一Ⅱsgn[c。 ( 2r． (z +1))] 

一 Ⅱ gn[cos( 『r．2r． (z )]一，( ，五) 

所以，(5)式是以1为周期的周期函数，并且随7．0 的变化函数 

值呈明显的规律分布。 

5．逼近函数的完备正交及其正交函数集的表达 

5．1 逼近函数集的完备正交 

引理 若函数集 F一{f(n，t)，t∈N，n∈M}，满足： 
N

∑--I ( )
． ( )=

N ,n=m 

f 0 1 0·n≠ m 

则 F是完备正交的。 

证明：·．·，( ， )一Ⅱ g [co ( ．2 r． )]，并且由于连 

乘积内的符号函数是二值函数， 

．

。

． 可将f(w，z)表达为Ⅳ一2 个用二进制表达的一组函 

数的连乘积形式： 

f(w，z)一F(ct，，一l，O)／一z，⋯ ，ct，o；z，一l，z，一z，⋯ ，zo) 

一 Ⅱ(一1)~l--l--r"(x q-％+ (6) 

式中， 和z是用二进制码表示的两个变量。现将两个上 

述函数乘积之和表示为如下的二进制之和； 

∑ ∑⋯∑F( ，一 ， ，一 ，⋯， 。； ，一 ， ，一 ，⋯ 。)X F 
，一 1 ，一 2 O— O 

(九，一1，九，一z，⋯ ； ，一1， ，一z，⋯ o) (7) 

将(6)式代入，得： 
1 1 1 1-- 1 

∑∑⋯∑Ⅱ(一1)(hi--1--r+'t--l--r)(。+。+ 
，一 1 Xl-- 2 0一 O O 

1-- 1 l 

一 Ⅱ ∑(一1)("t-l-r+ml_l_r)(Xr +l】 
⋯ 0 一 0 

，一 1 

一 Ⅱ{1+(一1) + 十 『_l一 } (8) 
r一 0 

式中nl--l--r和 加一 一 只取0或1．．。．当nl--l--r一加一 一 时，式 

(8)为 
I-- l 

Ⅱ(1+1)一2，一N 

·1OO · 

当式(8)至少有一个 nl--l--r≠m 一 时，连乘积至少有一 

项为0，．。．整个乘积为0。因此，若用十进制表示，表达式为： 
N

n

--

I 

f N n— 25f(
m，z)·f(n，z)一{ (9) 

0 1 0 n；± 

论题得证。因此(5)式是完备正交的。 

5．2 沃尔什函数表达的最小经验泛函 

由于(5)式是完备正交的，因此可以有如下的表达式： 

_、 

F( ，z)一25 Ⅱ ，( ，z) (10) 
*一 0 

作为近似， 
，一 1 

(z)≈∑ ( ，z) (11) 
0— 0 

1-- 1 

1 _、 

其中：n 一÷25 z · ，，z，为样本， ，为z个样本的沃尔什 

函数表达的最小经验泛函，即： 
， 

Rf p(口)一了1∑[)|(z)一F( ，z)]z 
1 

一 {∑[ ( )一∑ ( ， )]z (12) 

结论 (1)利用沃尔什函数逼近满足经验风险泛函的函 

数 (z)，由于沃尔什函数的正交特征，当样本数 z一。。时可以 

完全逼近所描述的函数。 

(2)在有限样本数 1个内，可以通过沃尔什函数变换表达 

的函数近似逼近 (z)。 

(3)由于沃尔什函数的特性，进行有关运算时可以简化运 

算，如可将相乘转为模2加法，利用对称关系进行变量序数量 

移转。 

(4)将沃尔什函数表达应用于 SRM 原则意义上的小样 

本学习，由于其函数的特征及良好的完备正交性质，可以较好 

地成为描述指示函数的应用函数。可以在置信范围一定的前 

提下使得风险泛函最小。 
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