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多代理最优响应Q学习及收敛性证明 

张化祥 黄上腾 

(上海交通大学计算机科学与工程系 上海200030) 

摘 要 在分析了多代理强化学习的基础上，提出了一种基于对手策略假设的代理最优响应强化学习规则，并证明了 

当对手策略满足一定条件时，基于该学习规则的 Q值收敛。实验结果与理论证明相一致 。 
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Abstract Based on analysis of multiagent reinforcement learning，an agent optimal response learning rule is proposed 

provided the assumptions of opponents’policy．Q values have been proved tO be convergent if opponents’policy 

satisfies certain restrictions，and experimental results of grid games are consistent with the convergence proof． 
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1 引言 

强化学习_1]近年来被越来越多地应用到多代理领域的研 

究。代理间的交互导致问题的复杂，同时多代理环境不是静态 

系统，因此将强化学习技术应用到多代理环境，应对代理的学 

习规则进行修改。基于Q学习[3]提出的多代理强化学习规则 

主要有 Littman的 minimax—Q 学习“]、Hu与 WeUman的 

Nash Q学习Is,el、Claus与 BoutilierE叼的全合作多代理 Q学 

习、Bowling与 Veloso的可变学习率的 Q学习_1 、Littman 

的 friend—or—foe Q(FF—Q)学习口幻及Greenwald的关联 Q学 

习(CE—Q)[8]。 

两代理零和对策下，Littman的minimax—Q学习基于悲 

观假设，代理学习最差情况下的最优行动策略。minimax—Q学 

习满足收敛性_2]。Hu与Wellman针对一般和对策提出Nash— 

Q学习。代理的行动策略为选择对策每一个阶段的 Nash均 

衡点。满足一定约束条件时Nash Q学习收敛。但有多个Nash 

均衡点存在时，很难保证代理选择相同的Nash均衡点且选 

择最优的均衡点。Littman[~z]将一般和对策中的代理分成两 

种：“朋友”与“敌人”。“朋友”的策略是使代理的收益最大化， 

“敌人”的策略是使代理的收益最小化。基于两种极端假设的 

FF—Q算法能保证收敛。Greenwald提出的基于关联 Nash均 

衡点的CE—Q，基本思想类同于 Nash—Q，只是代理在Q学习 

时选择关联均衡处代理的单阶段对策期望收益。与 Nash—Q 

比较，CE—Q计算方便，CE—Q均衡点的计算只需要线性规划。 

CE—Q依然存在均衡点选择的问题。只有一个均衡点存在时， 

基于对手选择均衡点策略的假设，CE—Q收敛。若对手采取不 

同的学习策略，比如 Nash—Q、Q学习或 FF—Q时，能否保证 Q 

值的收敛? 

以上多代理学习需要联合行动信息，同时需要存储每个 

阶段对策中所有代理的Q值 这样做需要大量的存储空间并 

增加代理间的通讯。Suematsuhe和Hayashi[t~]提出了一种扩 

展式最优响应学习，减少了Q值的存储，但没有给出形式化 
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描述，验证代理的策略或Q值函数的收敛性。 

本文提出一种基于代理最优响应的多代理强化学习规 

则。对手策略满足一定假设条件时，基于该策略学习的代理． 

Q值能保证收敛。 

2 多代理最优响应策略强化学习 

对策论中增加状态空间后，代理的每一步决策都导致状 

态的转移，此时的对策就是一个随机对策。具有 Markov特性 

的随机对策是称为 Markov对策(MG)。MG是研究具有离散 

时间特性多代理协同的重要理论框架。 

MG是一个五元组(，，S，{A，} ，尸，{R } >。I是对策代 

理集合；S是状态集合；A，是第 i个代理可选行动的集合(在 

状态 sES，第i个代理可选行动的集合记为 A，( ))。对策中代 

理在状态S的联合行动集合记为A( )一Al( )×A：( )×⋯× 

A ( )( 为代理数)，有联合行动向量 ( )∈A( )；尸为状态 

转移函数；兄( ， )表示第 i个代理在状态 采取联合行动 

的立即收益。一般将 R，( ，／~)ig为R ( ，a⋯a，)，其中a，∈A 表 

示第个代理的行动。a-i表示除第 i个代理的其它代理的联合 

行动。 

混合策略意义下的 MG是指代理 i的混合策略 ：A一 

盯，(A，)，表示代理 i在其行动集合 A，上的一种概率分布。代 

理的混合策略组合( t， --， )构成系统的一个混合策略。 

不同状态下有不同的混合策略。在状态 S采用?昆合策略( 。 

( )， ：( )，⋯， ( ))时代理 i的立即期望收益为 

，( ，丌I，⋯ ， )= 厶  ∈̂
，

厶  
一 ，

EAI．．，丌l⋯ 丌 兄 ( )。 

带折扣 MG的目标是最大化代理的累计折扣收益。设有 

折扣因子 y，代理的策略组合为(丌I， ：，⋯，丌t，⋯， )，给定初 

始状态 S，则代理i的收益 

，( ，丌l，⋯，丌 )=乙 YEr，(丌I，⋯，丌 ，S0一 ) 

代理i的目标就是最大化 ，( ，丌】，⋯， )。 

MG中，代理 i的最优响应是指对于代理 I／i( 的补集) 
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的联合行动策略 ⋯ 代理 i所有最优策略的集合。记为BR， 

(Tr一，) 

BR。(Tr一，)一{ ．∈1-1，J ．(Tr，， 一，)≥V，( ：， 一 )，V ：(≠ ，) 

∈盯，} 

代理每一步都采取最优的行动策略，此时的Q学习称为最优 

响应 Q学习。 

给定对手策略假设 一，( )，代理 i有最优策略 ， ( )，使 

得 

， ( )一arg maxV，( ， ．， 一1)。此时， 
，( )∈II．(， 

Q-( ， )一 ( ， )+y∑P ，( ) ．)( ， ))， 
∈S 

针对迭代的每一步，代理i应选择当前迭代的最优策略。 

此时 Q学习更新规则为 

Q： ( ； )一 (1一口) ( ， )+口( ( ， )+y Inax ( ，) 
f

(，)∈仃
f

(，) 

( ，， ) 一，( ，)) 

一 。( )满足一定的假设条件且f—o。时， ( ， )收敛到 Q 【 ， 

)。 

5 收敛性定理 

引理1[。 迭代(*)Q⋯ (z)一(1一口 (z))Ql(z)+ (z) 

[PJQ](z)。假设 + (z)一(1一a (z)) (z)+ (z)[P Q ] 

(z)产生的{ (z)}序列以概率1收敛到 Q。。其中 为映射 

：@一@。如果下面的条件满足：O<y<1和序列{ ≥0} 

以概率1收敛到0。若llP。Q一 Q。ll≤y JIQ—Q’l_+ 对V Q∈ 

@成立，且 ( )满足o≤m( )<1，∑二 ( )一o。，∑二。 
(z)<o。。则迭代(*)产生的序列{ (z)}当f—o。时，以概率 

1收敛到 Q (z)。 

定理1 个代理的MG，代理 i假定对手采用固定的联 

合策略 ⋯ 且该假设正确。基于该假定，则Q学习更新规则 

+ ( ， )一 (1一口)Q ( ， )+ 口( ( ， )+ y Inax 丌． 
，L )∈II，(̈  

( )Q ( ，d) 一，( )) 

产生的序列{ ( ， )}收敛到 Q ( ， )对V ∈ ，V ∈A成 

立。其中 

Q-( ， ) ( ， )+y∑P ，( ) ，( )) 
j ∈S 

证明：定义 P ( ，d)一rf( ，d)+y max ，( ) ( ， 
’(̈ ∈II，(，) 

d ) 一，( )。有ll尸。Q—P Q‘ll≤max JP Q ( ，d)一P Q．‘( ，口)J。 

其中PJ是空间Q，到 Q，的映射。 

同理有 Pl Q|‘( ，d)一n( ，d)+y max ，( )Q，‘( ，d ) 
．∈II， 

丌一，( )。 

JP， ( ，d)一P Q ’( ，d)J—y J max ( )Q：( ．d ) 
，(，)∈H，( ) 

丌一 ( )一 max 丌，( )Q ‘( ，d )丌一，( )J 
，t II，( ’ 

≤ ylQ ( ，，d)一Q ( ，，d)J 

已 经有 Qj‘( ，d)一 ( ，d)+y厶  P (d)V ( ，丌 ，丌一，) 一 一 一 

一  ( ，d)+7E ( 【 ，丌，‘，丌一 )) 

E[P Q，‘]( ，d)一E( ( ，d)+y max( )Q ‘( ，d )丌一， 
．∈II，一， 

(s ))一rI(s，a)+7E(max 7r，(s )Q：(s ， 
一

，∈II 

)丌一，( ，)) 

因为 V．( ，，丌，·，丌一，)一max ( ，)Q， ( ，， 呻 )丌一．( ) 
I∈ ， 

故 Q，’一 P。Q ‘]。引理1的两个条件都满足，所以说序 

列{ ( ，d)}收敛到Q．’( ，d)对V ∈S，V d∈A成立。 

定理2 个代理的 MG，代理 i假定对手采用的联合策 

略为rg_，( )，并且对V ∈S，当f—o。时， ，( )收敛到 ．( ) 

(其中t为迭代次数)。基于该假定且该假定正确的情况下，Q 

学习更新规则 

( ，d)一 (1一口) ( ，d)+ 口(rt( ，d)+y max 
xi(，)∈II．(，) 

( ) ( ，d)rg_。( )) 

产生的序列{ ( ， )}收敛到Q， ( ， )对于V ∈ ，V ∈A 

成立。其中 
一  一  —  

Q． ( ，d)一rf( ，d)+y 乙 P (d) ．( ，丌．‘．丌二，)) 
，∈S 

证明：定义P。 ( ，d)一 ( ，a一)+y max ．( ) ( ，d ) 
∈II， 

一 。( )。其中Pl是空间Q，到 Q 的映射。有P Q． ( ，d)一rf( ， 

d)+y max丌 ( )Q，( ，d )丌二 ( )。 

P，Q ( ， )一P。Q．‘( ， )J—y J iilax ( ，)Q：( ，， )丌一，( ) 
一

．
∈II， 

max丌，( )Q ( ，d )丌二，( )J≤y max J丌．( ) ( ，d ) 
，∈II． ．∈II． 

丌一，( )一丌。( )Q， ( ，d )丌二，( )J 

因为J丌．( ) ( ，d )丌一，( )一丌，( )Q， ( ，d )丌二．( )J— 

J丌．( )Q ( ，d )丌一，( )一丌．( )Q， ( ，d )丌一，( )+丌，( ) 

Q． ( 。d )丌一，( )一丌，( )Q， ( ，d )丌二 【 )J 

≤J丌 ( )Q ( ，d )丌一，( )一丌，( )Q．’( ，d )丌一，( )J+ 

J丌．( )Q ’( ，d )丌一．( )一丌，( )Q ( ，d )丌二，( )J 

— J ，( )( ( ，d )一Q，’( ，，d )) 一，( )J+J ，( )Q 

( ，d )Or一，( )一 ，( ))J 

于是JP ( ，d)一P Q，‘( ，d)l≤y max J ( )( ( ，d )一 
∈II， 

Q， ( ，d ))丌一，( )J+y max J丌，( )Q，‘( ，d )(丌一，( )一丌二， 
，∈II， 

( ))l 

≤ y JQ ( ，d)一Q ’( ，，d)J+ 

很 明显 f—o。， 一O( 一y max l丌I( )Q ( ，d )Or一， 
K

I∈II， 

( )一 ( ))1) 

同定理1，可以证明Q 一E[P Q，‘] 

于是V ∈ ，V ∈A，{ ( ， )}收敛的两个条件满足。所以 

有V ∈S，V d∈A，{ ( ，d)}收敛到Q，‘( ，d)。 

基于定理1和2的结论，代理在线学习时，需要建立对手代 

理的初始策略模型，并在学习的过程中不断地逼近对手的实 

际策略。 

学习过程中，代理不需要计算 Nash均衡点或关联均衡 

点。降低了计算复杂性；同时代理不需知道对手的 Q值函数， 

减少了存储。另外在学习中不存在选择均衡点的问题。 

4 仿真试验 

试验环境如图1所示。代理 A1、A2的目标分别为 G1和 

G2。每个代理有四种行动(上、右、下、左)，并且每次只能移动 
一 个格子。若移向边界，代理将会停留在原来的格子不动，得 
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一 1分；若两代理移向相同的格子，则都停留在原来的格子不 

动，同时得一1分。其它情况，代理从一个格子移到另～格子的 

立即收益为0。假设两代理同时选择行动，代理的立即收益及 

行动可观察。当代理达到目标时．立即收益为100分，另一代理 

的收益为0；若同时到达目标，两代理各得100分。代理通过学 

习，找到到达目标的最短路径。 

最 
大 
Q 

值 
釉 

的 

平 
均 
值 

最 
大 

Q 
值 
釉 

的 
平 

均 
值 

l( 2 G l 

^ l A 2 

图1 网格对策 

图2 最大Q值和的平均值 

图3 A2策略收敛时 A1的Q值收敛 

代理从各自的起点出发。当有一个代理到达目标点时，称 

为一个 episode结束。然后随机地将代理放到非其目标点的 

格子里，开始新的 episode。 

所有代理采用相同的学习更新规则学习最优策略．且满 

足定理2收敛性条件的多代理 Q学习，如minimax—Q、Nash— 

Q、CE—Q、FF—Q都证明了收敛性，与定理2的结论一致。 

图2表明当 A2采用固定的策略时 A1代理 Q值的收敛 

性。设置 A2的固定策略为：case 1：除G2外，A2在每一个格 

子选择每个方向的概率都为0．25。case 2：除G2外，A2在每一 

个格子选择向上移动的概率为z／3，选择其它三个方向的概率 

各为1／9。两种情况下都验证了 A1 Q值的收敛性。最大 Q值 
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和的平均值为厶 maxQ( ，n)／z4(24为 A1的状态数)。多次 

试验结果表明给定A2的固定策略，A1的 Q值总是收敛的。 

假定 A2的行动策略为向上、右、下、左移动的概率分别 

为：寺+‘专 、寺一‘i1，t、寺+‘吉 、寺一‘百1) ，其中f为 
episode数。A2的行动策略满足定理2的条件，即当f一。。时其 

策略收敛。图3的结果表明A1的Q值收敛。 

我们比较了对手采用不同的学习算法的性能。结果表明 

基于不同假没，代理采用不同学习策略的性能各不相同。基于 

正确假设的情况下代理学习将会取得最好的性能。 

结束语 多代理系统中，基于对手不同的策略假设，代理 

采用最优响应 Q学习更新规则时，当对手策略满足一定条 

件，且关于对手策略的假设正确时，代理学习的 Q值能保证 

收敛。同时．只有对手代理采用与代理本身相同的学习更新规 

则时．代理才能取得最好的学习性能。 
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