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基于格图像的康托集分维与泛逻辑运算 

陈志成 何华灿 毛明毅 刘 峰 

(西北工业大学计算机科学与工程系 西安710072) (西北工业大学声学工程研究所 西安710072) 

摘 要 对康托集的研完一直是分形领域的经典而叉热点的课题。本文尝试用一种新的模式——“格图像”来研完康 

托集的分形特性，给 出了康托 集的格 图像构造与分形维数计算方法，计算表明：康托集的 自相似分维是格图像分维的 

特例，格图像分维是 自相似分维的扩展。文章首次在分形领域引入泛逻辑的概念，给 出了基于格 图像 的康托 集的泛逻 

辑“与，或 ，非”运算模型，它不仅考虑 了集合的代数列度 大小。而且考虑 了在 参考格 中的几何位置关系，这给分形图像 

的研完提供 了一种新的思路，同时也拓展 了泛逻辑学的应用领域。 
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1 引言 2 自相似康托集 

随着非线性科学的快速发展，混沌学、分形论、小波理论、 

时空自组织系统一直是研究重点。普通几何学研究的对象，一 

般都具有整数的维数。比如，零维的点、一维的线、二维的面、 

三维的立体、乃至四维的时空。而在分形理论中，空间具有不 

一 定是整数的维数，而可以是一个分数维数，这是几何学的新 

突破，引起了数学家和自然科学者的极大关注[1 ]。目前。分 

形理论已经在数学拓扑、物理相变、地质结构、分子作用、生命 

系统、材料微观结构、计算机图像处理、纺织图案、艺术美学等 

众多领域得到良好应用Is．s]。经典的分形有康托尘集、雪花分 

形、分形地毯等，对它们的研究一直是分形领域的经典而又热 

点的课题。康托尔最早构造了三分康托集，其分维可以由豪斯 

道夫维数和相似比求得。 

由于分形与混沌系统有其独特的规律性，不仅数学家、动 

力学者在致力于寻求这些规律，包括材料学家、物理学家、计 

算机科学工作者都在积极探索。在何华灿教授提出的泛逻辑 

学原理 中指出。建立分形逻辑与混沌逻辑可以帮助探求其 

中的规律，应该说这并不是一件容易的事情，然而与此相关的 

工作已经开始，并取得阶段性成效。本文在提出“格图像”的相 

关概念后，尝试利用格图像来研究康托集的分形特性，编写程 

序 计算分析了基于不同参考格的康托集的分形维数。并在 

此基础上引入了泛逻辑运算，给出了基于格图像的泛逻辑“与 

或非”运算模型。 

2．1 康托集的定义 

康托尔构造了如图1的集合：选取一个欧氏长度为 L。的 

直线段。将该线段三等分，去掉中间一段。剩下两段。将剩下的 

两段分别再三等分。各去掉中间一段，剩下四段。将这样的操 

作继续下去，直至无穷，则得到一个离散的点集。点数趋于无 

穷多，而欧氏长度趋于零。经无限次操作，达到极限时所得到 

的离散点集称之为康托集。去掉中间三分之一的康托集称为 

三分康托集，当 A趋于无穷时的极限，是一个不可数的无穷 

集 。 
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图1 三分康托集 

为便于叙述，本文称“M分 N康托集”表示对单位长度进 

行 M 等分，去掉其中的M—N段，保留N段，如此进行无限 

次操作得到的集合。三分二康托集即指通常的三分康托集。 

*)本文受国家自然科学基金项目资助(编号：60273087)。陈志成 博士生。主要研究领域为分形与混沌中的泛逻辑，因特网操作系统。何华灿 

教授，博士生导师，主要研究方向为人工智能基础及其应用。泛逻辑学与不确定性推理。毛明毅 博士生．主要研究方向为面向对象的泛逻辑学 

原理。刘 峰 博士生。主要研究方向为现代信号处理与应用。 
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2．2 自相似分维 

理论上的康托集是严格的自相似的，可以由豪斯道夫维 

来求其分形维数，也可以直接用相似比来求其分维，二者相 

同。其自相似分维为： 

D一 (*) 

其中，r为线段的测度，这里即为相似比，N为用r量得的线段 

条数。例 如：三 分二康 托 集的 D 

0．6309。而五分三康托集的D 

S 康托集与格图像 

1n(2) 

1n(1／(1／3)) 

1n2 

1n3 

0．6826。 

在经典的康托集分维计算中，生成元E。都取单位长度为 

1的线段，其测度r都取为相似比，为E。的几分之一，这种测度 

的取法及其分维的计算方法在理论数学上无疑具有重要意 

义。然而，在实际问题中．由于并没有严格的自相似分形，而且 

分维D严格依赖于测度r的选取，因此其应用并不广泛。本文 

尝试利用一种新的模式——“格图像”来研究康托集的分形特 

性 。 

5．1 参考格与格测度 

定义1(参考格) 给定N个并排的方格，把区间[O，L]上 

的经典康托集映射到这N个方格中，然后再对这 N个方格进 

行取舍操作．则称这 N个方格为此康托集的参考格，这里的 

“映射”是区间的延拓或收缩，即把区间[O，L]进行N等分，但 

每个子区间定义为单位格．其大小为1×1，因此参考格可以看 

成一个N×1的图像。例如：对[O，1]上的三分康托集，延拓到 

N一27的并排方格中，则第1—9个方格相当于区间[O，1／3]， 

第1o一18个方格相当于区间[1／3．2／3]，第19—27个方格相当 

于区间[2／3．1]。 

目前，对于不是严格自相似的分形图像，其测度的选取主 

要根据经验决定，笔者在分形系统的泛逻辑运算研究课题中， 

提出了参考空间中的分形图像测度求解算法，结合本文的内 

容简要说明三个原则： 

(1)确定参考空间，必须把待研究的分形对象纳入某一确 

定维数 D。的参考空间中进行考察。在本文中．则需把康托集 

纳入确定的参考格中进行研究。 

(2)设对H×w 的图像求分维．根据 H、w 大小选定最小 

尺度与最大尺度，其间有 n个尺度，利用程序从n个尺度中选 

择m(m>一2)个尺度组成尺度序列 L ，这会有 个序列，在 

假设整个图像全部有图案的条件下．求出对应于各个序列的 

分形维数。 

(3)选取参考格的尺度序列，应满足：(a)由所选尺度序列 

求得的分维等于或十分接近于 D。；(b)所选尺度序列中的元 

素个数应该大于等于2，在满足(a)的前提下，应取包含元素个 

数较多且各个元素较为分散的尺度序列作为参考格的尺度序 

列。 

定义2(格测度) 由上述三个原则选出的参考格的尺度 

序列，称为参考格的格测度。如要计算映射于其中的康托集的 

分形维数．就应该用此格测度去进行测量。格测度具有两条重 

要的性质： 

(1)格测度中的各个元素是参考格 N的因子，即能整除 

N，最小的是1，最大的是 N。 

(2)用格测度求取康托集的分维时，对康托集的分级只需 

要 K。步，K。为满足公式(1／1") ≥N的最小 K值，其中r为相 

似比。可以证明，当K取更大时．基于参考格的康托集的格维 

数不会发生变化。 

定义5(I}缶界级数) 上述的K。值．称为基于 N格的相似 

比为r的康托集的临界级数。 

5．2 格图像的定义与生成 

把参考格空间看成为N×1的图像 G。，进行若干步康托 

集的等分与取舍操作，每一步都得到一个新的图像 G 。例如： 

对三分康托集的图像 G。，三等分后去掉中问的9个方格，保留 

两端的方格而得到G ，对两端的9格再三等分，然后再去掉其 

中的3格而得到G：，依次继续下去。根据格测度的性质，当N 
一 27时，进行三级取舍之后得到图像 G，。 

定义4(格图像) 在格数为 N的参考格中，对康托集进 

行等分取舍时，对去掉的方格涂上白色(表示无图案，程序中 

用O表示)，对保留的方格涂上黑色(表示有图案．程序中用1表 

示)，称进行临界级数 Ko次操作之后得到的图像 G 。为此康托 

集的格图像。根据格维数的计算方法，当 N不是相似比的整 

数倍时，只要某方格中有部分区间需要保留，则该方格应涂上 

黑色。 

格图像可以由程序自动生成，三分康托集的格图像生成 

程序如下所示，其中采用递归算法。同理，可以生成其它康托 

集。如取参考格 N一27时，其格图像为： 

0Ⅱ 0l0l0Ⅱ 0Ⅱ 01010l010l0l01010Ⅱ 0Ⅱ0l01 0Ⅱ0 

v oid Reconstruct3f2(double qjl·double qj2·int no) 
( 

double L=(qj2一qj1)／3； 

double st 1=qjl+L，st2=qj2+2*L： 
int sdl=(int)(st1)，sd2= (int)(st2)； 
if(st 1_(double)(sd1)>0)sd1+ =1； 

／／Valued‘1’tO all the elements of array gel before． 
／／Valuing‘0’tO the part that was given up here． 

for(int i=sdl；i<sd2；i++)g[i]=0； 
for(int i=0；i<no；i++)printf(“ d”．g[i])； 
if(L> 1．0){ 

||飞he recursive cal1． 

Reconstruct3f2(qjl，st1，no)； 
Reconstruct3f2(st2，qj2．no)； 

} 
} 

5．5 基于格图像的康托集分维计算 

基于格图像的康托集分维计算，分为以下四步： 

(1)确定参考格与格测度，格测度是一个尺度序列{L }； 

(2)根据相似比构造格图像； 

(3)求基于格测度中各尺度的有效图案盒子数，得到盒子 

序列{N }； 

(4)对{LI}、{NI}序列进行线性回归，所拟和直线的斜率 

即为分形维数。 

4 康托集的格图像分维计算 

本文程序可以计算任何基于格图像的“M 分 N康托集” 

的分维。图2(a)表示了三分二康托集的格图像分维的变化情 

况，图2(b)表示了九分五康托集(相似比为1／9，九等分后．去 

掉偶数段，保留奇数段)的格图像分维的变化情况。 

由图2(a)可知，在原运算中，当 N一81、243、729B,~的格图 

像分维最低．为0．6309，这与由公式(*)计算的结果相同。可 

以证明：当参考格 N是相似比倒数(1／r)的完全次方时，所求 

得的分维与直接由公式(*)求得的自相似分维相同，当 N不 

是其完全次方时，基于格图像的分维大于自相似分维。 

由图2(a)及(b)可知：当N逐渐变大时，格图像分维的总 

趋势是降低的，越来约靠近 自相似分维，当 N一1oooooooB@， 

三分二康托集的格图像分维 D一0、6457，九分五康托集的格 

图像分维D一0．7465，可以证明，当 N一无穷大时，格图像分 

维的极限就是自相似分维。 
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(，d)三分=康托集从 1~2000的格图像分维 (b)九分五康托集从 1～1000的格图像分维 

计算与分析表明：经典的自相似分维是本文的格图像分 

维的特例，而格图像分维则可视为是经典自相似分维的扩展。 

5 康托集的泛逻辑运算 

5．1 基于泛逻辑的分形逻辑概要 

泛逻辑学提出了所有逻辑的统一模型L7]，并首次在分形 

与混沌领域引入逻辑的概念，提出了“分形逻辑”，这里给出分 

形逻辑的统一表达式： 

Q—F(OP(h k)(F一 (P1)，F一 (P2)，⋯F一 (P ))) 

其中，P 为分形对象的分维向量，包括参考空间、分形对象的 

位置矢量、分维值大小等；每个分形对象唯一对应一个分形图 

像，函数 F (P)表示根据分维向量 P构造出对应的分形图 

像，OP表示对相关分形图像的逻辑操作，它相当于“命题连 

接词”，其范围包括但远远超过“与或非、蕴涵”等经典逻辑连 

接词，OP操作不仅考虑分形图像的代数测度大小，还要考虑 

各分形图像之间的几何位置关系，经过OP操作之后得到一 

个新的分形图像(对象)，函数F(x)N表示对此新分形图像求 

分维，从而得到分形逻辑真值Q向量。h，k分别为泛逻辑中的 

广义相关性系数和误差系数。 

在本文中经简化后，其具体语义为：分形图形即指格图 

像，分维向量包括参考格 N、康托集类型、分维值大小等。如： 

N一27时的三分康托集Sc，其分维为0．6309，可以表示为分维 

向量：P[-27．Sc，0．63o9~。 

5．2 基于格图像的康托集的泛逻辑运算 

结合本文内容，取泛逻辑中的k一0．5，h一1．0，并在逻辑 

公式中略写 k，h，则其与或非运算公式为： 

非运算：NOT(P)一～P—F(～0P(F (P)) 

与运算：AND(P，Q)一F((F (P)A0P(F一 (Q)) 

或运算：OR(P，Q)一F((F一 (P)V 0P(F一 (Q)) 

定义5(泛原运算) 康托集的泛原运算是指求在确定参 

考格中，基于一定相似比的、以确定取舍方式构造的格图像的 

分维向量，这里的格图像称为“原格图像”。对于某确定的参考 

格和康托集取舍方式，其真值分维向量可以只写分维值一个 

分量，而略写其它确知的分量。 

定义6(泛非运算) 康托集的泛非运算有如下几步：(1) 

求由原运算分维向量对应的原图像；(2)在参考格中，把原图 

像中的黑格变为白格，把白格变为黑格，程序中则把1、O取反， 

称如此得到的新的格图像为“补格图像”；(3)求格补图像的分 

维向量，即为泛非运算的真值向量。 

定义7(泛与运算) 康托集的泛与运算有如下几步：(1) 

要求两个原运算的参考格是相同的．求由两个原运算分维向 

量对应的原图像；(2)在同一参考格中，对两个原图像中的方 

格进行与运算，从左至右依次扫描，如对应方格均为黑格，则 

运算结果为黑格，否则为白格，程序中均为1B,-I-N取1，否则取 
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图2 

0，称如此得到的新的格图像为“与格图像”；(3)求格与图像的 

分维向量．即为泛与运算的真值向量。 

定义8(泛或运算) 康托集的泛或运算有如下几步：(1) 

要求两个原运算的参考格是相同的，求由两个原运算分维向 

量对应的原图像；(2)在同一参考格中，对两个原图像中的方 

格进行或运算，从左至右依次扫描，如对应两个方格中只要有 
一 个为黑格．则运算结果为黑格．否则为白格，程序中其中一 

个为1B,-I-N取1，否则取0，称如此得到的新的格图像为“或格图 

像”；(3)求格或图像的分维向量，即为泛与运算的真值向量。 

“泛原(非、与、或)运算”亦可成为“泛原(非、与、或)格运 

算”，简称为“原(非、与、或)运算”；“原(非、与、或)格图像”简 

称为“原(非、与、或)图像”。 

5 5 泛逻辑运算范例 

图3 N一25时两类康托集的泛逻辑运算 

例1 取参考格 N一25，P为三分二康托集，用Sr表示，Q 

为五分三康托集(相似比为1／5，五等分后，去掉第二、四段，保 

留第一、三、五段)，用SQ表示，R表示二者的原(非、与、或)运 

算结果，其相关格图像如图3所示，其中： 

原运算：R(P)一F(P)一Fz5．SP，0．8199]； 

R(Q)一F(Q)一Fz5，SQ，0．6826]； 

非运算：R(～P)一NOT(P)一F(G一(F_1(P)) 
一 Fz5，SP，0．7449~； 

R(～Q)一NOT(Q)一F(G一 (F_1(Q)) 

一 Fz5，SQ，0．8614]； 

与运算；R(P̂ Q)一AND(P，Q)一F((F一 (P)A 0P(F一 (Q)) 
一 Fz5，{SP，SQ}，0．4306]； 

或运算：R(PVQ)一OR(P，Q)一F((F一 (P)VOP(F一 (Q)) 
一 Fz5，{SP，SQ}，0．9147]； 

由例1的计算结果可知：二者的与运算比两原运算的结果 

都小，而或运算比二者都大，这体现了分维值与格图像位置的 

相关性 。 

例2 上述P仍为三分康托集，Q改为九分五康托集，取 

参考格 N一81，N是3的完全四次方，也是9的完全平方，此时： 
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原运算：R(P)一F(P)一[81，SP，0．6309]； 

R(Q)一F(Q)一[81，So，0．7325]； 

非运算 ：R(～P)一NOT(P)一F(G一(F (P)) 

一 L81．Sp，0．9599j； 

R(～Q)一NOT(Q)一F(G一 (F (Q)) 

一 [81，SQ，0．9328]； 

与运算：R(PAQ)=AND(P，Q)一F((F (P)A 0P(F (Q)) 

一 [81，{SP．SQ}，0．6309]； 

或运算：R(PVQ)一OR(P，Q)一F((F (P)V0P(F一 (Q)) 
一 [81，{sP，SQ}，0．7325]； 

图4 两康托集从1～3000的格图像与或运算 

例2的计算结果表明：与运算的分维值正好是两个原运算 

分维值的最小值，或运算的分维值则是两个原运算分维值的 

最大值 分析表明，当一个相似比是另一个相似比的完全次方 

时，且取舍关系保持一致时(如都去掉偶数段，保留奇数段)， 

N--者的与或运算分维值分别是原运算中的最大与最小值 

由此可知，“最大最小”的逻辑公式是本文的特例。 

图2(a)，(b)分别反映了三分二、九分五康托集的原运算 

与非运算之问的关系，对图2进行局部放大可知：原运算与非 

运算曲线的凹凸部分正好相反，如果原运算的分维值较大时， 

其非运算的分维值较小，反之亦反，这符合逻辑非运算的一般 

形式 当参考格 N很大，其格图像分维越接近其自相似分维 

时，其非运算的分维值则越接近于1．0 在图4中，反映了五分 

二康托集与九分四康托集之间的与或运算，可见，二者的与运 

算曲线比两原运算曲线都低，或运算曲线比两原运算曲线都 

高，这与泛逻辑中的命题和连接词之间的广义相关性相一致。 

6 分析与讨论 

前面分析得知：格图像分维可以看成参考格 N的函数， 

自相似分维是当参考格 N是相似比倒数(1／r)的完全次方时 

的特例，当N不是其完全次方时，格图像分维大于自相似分 

维。从动力学的角度来分析，自相似分维可以看成是连续参考 

格区间上的“分维陷阱”，进一步研究表明：这种陷阱也是格图 

像之上的一种混沌吸引子。 

康托集构造时的取舍方式与格图像分维密切相关。在经 

典的逻辑系统中，命题的真值都转化在[O，1]之间，这种做法 

只考虑了集合的测度大小，而忽略了其在参考空问中的几何 

位置。泛逻辑原理认为，实际问题中的位置关系可能极大地影 

响二者的逻辑运算结果 如果两个格图像的分维都较大，但是 

如果其中的黑格在位置上是相互错开的，而在相同位置均为 

黑格的格数较少，则其分维不但不可能是二者的最小值，而且 

有可能比最小值还小得多。 

由于自相似分维只能适用于理想的严格自相似分形对 

象，在求包括豪斯道夫维在内的数学集合的测度时需要求其 

极限，而实际问题中往往并非严格的自相似，而且求极限仅是 

理论上的存在，实际中往往不可操作。然而，如果利用格图像 

来分析这些问题，可以对不同类型的集合构造格图像，一个典 

型的问题是多重分形，当不同区间的相似比不同时．无需繁琐 

地求其谱维数，而是可以在一个适当的参考格中来构造其格 

图像，然后直接用通用的算法求其分维。因此，格图像的研究 

目的之一在于统一各类测度的分维。 

由于分形与混沌系统中存在着众多内在规律，仅仅依靠 

数学手段来研究分形与混沌的时代已经过去．而更多的是在 

各个具体的应用领域中得到发展，而对其内在规律性的研究 

离不开逻辑推理，本文研究分形对象的格图像，目的在于为其 

建立泛逻辑系统奠定基础。 

本文的格图像可以扩展到二维、三维、以至任何实数维 R 

空间，此时其泛逻辑真值向量中的分维值属于[O，R]。本文提 

到的逻辑表达方式可以扩展为面向对象的逻辑系统。对于计 

算机图像处理的理论与方法的发展将有重要作用。 

小结 本文在计算机分形领域的理论与方法上尝试进行 

创新性研究，在文字叙述上力求平实易懂，避免了繁琐的数学 

与逻辑公式。基于本文的内容小结如下： 

提出了“格图像”及其相关的格测度、临界级数等概念。计 

算分析表明：经典的自相似分维是格图像分维的在特定参考 

格中的特例，而格图像分维则可视为是经典自相似分维的扩 

展。 

给出了基于格图像的康托集泛逻辑运算模型。其问最重 

要的是在逻辑推理中不仅考虑集合的代数测度大小，而且考 

虑其间的几何位置关系，把经典的逻辑真值表达式扩展成真 

值向量，把经典的逻辑值的运算发展成相关对象的逻辑图像 

的运算，这召唤着一种新的逻辑推理模式——“面向对象的逻 

辑推理”的产生 

看似简单的分形康托集是经典而又复杂的，基于康托集 

的研究而发展了多重分形、多种测度。本文工作力求寻找其中 

的内在逻辑规律，其长期目标在于建立与完善“分形逻辑”，并 

把其发展成为一种能够探求分形事物内在规律的工具逻辑。 

致谢 本文工作受国家自然科学基金项 目资助(编号： 

60273087)，相关工作得到教研室许多老师的有益建议 与热忱 
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