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粗糙集的粗糙度 

刘贵龙 

(北京语言大学信息科学学院 北京100083) 

摘 要 设 是全集，R是 上的等价关系，( ，R)是相应的近似空间，则粗相等关系≈是幂集P(u)上的等价关系， 

其商集为 P( )／≈ ，而商集 P( )／≈是一个分 配格 ，本文考虑 两种特殊情况 ，使得 在这 两种特殊情 况下粗糙 度有 类似 

于集合论 的包容排 斥原理，同时我们 还把此结论推广 到粗糙模糊集上。 

关键词 粗糙 模糊集 ，粗糙度 ，下 近似 ，上近似 

The Roughness M easures of the Rough Sets 

LIU Gui～Long 

(School of In{ormation Sciences，Beijing Language＆ Culture University，Beijingl00083) 

Abstract Let U denote a finite and nonempty set called the universe，and P(U)a power set of U．Suppose that R is 

an equivalence relation on U．We proved that if X or Y is the definable set，then between the roughness measures of 

sets X，Y，XFI Y and XUY have a similar inclusion—exclusion principle for rough sets．Consider the roughly equal 

relation which is an equivalence relation Oil P( )，the equivalence relation partitions the P(U)into disjoint subsets． 

The quotient set is denoted by P(己，)／≈ ．W e obtain a similar inclusion—exclusion principle on P(己，)／≈ ．W e also 

extend these results to rough fuzzy sets． 

Keywords Rough fuzzy set，Roughness measures，Lower approximation，Upper approximation 

粗糙集理论是一种新的处理模糊和不确定性知识的数学 

工具，其主要思想就是在分类能力不变的前提下，通过知识的 

约简，导出问题的决策或分类规则，它在机器学习、决策分析、 

模式识别及数据挖掘等领域获得成功的应用。粗糙集理论同 

时也是传统集合论的扩展，它建立在分类机制的基础之上，将 

知识理解为在某种等价关系下对特定空间的划分，利用上下 

近似的概念 ，将知识库中的各种等价类有效地结合起来，描述 

知识的不确定性。粗糙集理论在数据处理中的最大特点是无 

需提供除处理问题所需的数据以外的任何先验知识 ，因此对 

问题的不确定性的描述较为客观。 

设 是 由感兴趣的对象组成的有限集合，称为论域，R 

是定义在 【，上的一个等价关系(或称为不可区分关系)，U／R 

表示其相应的分类，[z]表示 z所在的等价类， 的子集 称 

为概念，对于每个概念 可定义上下近似如下 ： 

RX一{zIz∈U，[z]nX≠ } 

RX一{zIz∈U，[z] x} 

即粗糙集采用上下近似来描述知识，将考虑问题的对象分为 

根据现有知识可以肯定属于某个概念 X的知识集合 RX、根 

据现有知识有可能属于但不能确定属于某个概念 的知识 

集合 RX，这样就导致了边界 BN(X)=Rx—RX的存在 ，而 

边界的大小需要用粗糙性进行描述，因此人们定义了几个指 

l足XI 
标来描述粗糙性．例如粗糙度 10( )一1一二 是一种重要的 

IRXI 

描述粗糙性的一种方法，粗糙度反映了知识的不完全程度。概 

念 ，y， ny及 Uy之间的粗糙度 ，经过简单计算我们 

有 ： 

p(XUy)l XURYl—10(XUY)I—R(XUY)l 

： IR(XUy)I—I ( Uy)I≤ IRXURYI—I墨 U yI 

= IRXI+IRYI—IRXnRYI一(I I+I墨yI一』 n 

墨yI) 

：(IXx』一』垦 I)+(IXY』一』 yI)一(I n灭y』)一』 

RXnRY1) 

≤P(x)IRX【+P(y)【RYl—p(Xny)【RXnRYI， 

即我们有 

p(XUy)IRXURYI≤10( )IRXI+10(y)IRY』一p(Xn 

y)lRXnRYl (1) 

1 问题的提出 

式(1)反映了两个子集 ，y及其相关的子集的粗糙度之 

间的关系，一般说来式(1)中的不等号不能改为等号 ．这可 由 

下例看出： 

例 设有一个近似空间( ，R)，U被分成以下四类{z。}， 

{z2}，{,223，z4，,225，,226}及 {,277}，X一 {zI，,222，,223}，而 Y一{,22l，z‘， 

,22 }，则 p(XUy)IR( U y)I一4，10( )I RX I一4，10(y)IRYI 

一 4，p(Xny)lR(Xny)l一0，于是仅有 

P( Uy)IRXURYI<P( )IRX+P(y)IRYI—p(Xn 

y)IR nRYI 

我们 自然地要问在什么条件下式(1)的不等号可以改为 

等号，即何时有 ； 

p(XUy)【RXURYI—P( )IRXI+P(y)IRYI—p(Xn 

y)IR nRYI 

本文我们给出一些特殊情况，在这些特殊情况下．上述等 

式成立。 

*)教育部科学技术重点项目(01043)资助。刘贵龙 博士，教授，研究方向为代数学，计算机应用。 
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2 特殊情况下的粗糙度 

我们主要研究两种情况下的粗糙度，对于这两种情况式 

(1)中的不等号可以改为等号，首先考虑第一种情况，即当 x， 

y之中有一为可定义集时式(1)中的不等号可以改为等号。 

命题1 设(【，，R)是近似空间，X，YEP(【，)，则(1)垦( 

Uy)一RXURY；(2)R(RXny)一RXnRY。 

证：(1)设 z∈墨( XUy)，则[z] xUY，故 xE_RX或 

z∈Y，若 z∈垦x则 z∈垦xU_RY；若 z 垦X，则 ]n垦x一 

，由[z] 垦xUY有[z] y，这时有 z∈ xU y，故 垦 

(墨XUy) 墨xURy；反之，由上下近似的单调性有 垦y 垦 

(垦XUy)，我们再证 墨XC_一R(一RXUy)，为此设 z∈墨x，则[z] 

垦x，于是[z] 墨xUy，即 z∈ (墨xUy)，这样 ( xU 

Y) RXURY，因此 R(RXUy)一RXURy．即 (1)得证 ，(2) 

的证明类似。 

设 x为 【，的子集，如果 RX=X=RX，则 x称为可定义 

集 ，若 x或y是可定义集，则我们有； 

定理1 若 x或 y是可定义的，则 

p(XUy)IRXURYl一‘D(x)IRXI+P(y)lRYl—p(Xn 

y)IRxnRYI。 

证 ：只需注意到当X或y是可定义集时，由命题1有 

(1)P(XUY)IRxURYI 

— IR(XUy)l—IR(xUy)I 

— lRXURYI— lRXURYl 

— l RX l+I RYI— l RXn RYI一(I墨x I+ I y I— I 

墨Xn垦y1) 

一 I RX I—l RX I+ l RY I—I RYI一(1 RXn RY I— I 

Xn垦y1) 

一‘D(x)IRx+P(y)lRYI—P(xny)IRXnRYl 

现在我们来考虑第二种情况，即把粗糙度的相关等式推 

广到由粗相等确定的等价类上。 

设 【，，R的意义如上，(【，，R)是相应的近似空间，设 x，y 

∈P(【，)，若 RX=RY且 墨x一垦y，则我们称 x与 y粗相等， 

记作 x≈y，显然≈是 P(【，)上的等价关系，因而确定 P(【，)的 
一 个分类，记 x所在的等价类为(x ，X >(这里 RX=X ，瓦 

— X2)，即 

(x1，Xz>=IxIXc_U，R_x—xl， x—xz}一[x] 

所有等价类(x ，X。>的集合记为 P(【，)／≈，这样上述定义的 

粗糙度实际上可以定义在P(【，)／≈上(是 P(【，)／≈上的一个 

模糊集合)，如果 X∈(X ，X >，即[x]一<x ，X >，为方便我 

IRXI IRXI 
们有时也把粗糙度 ‘D(x)一1一二 _ 写成 x]=1一 

IRXI IRXI 
I y I 

=1一 的形式，文[4]指出按照 
l Z l 

(xl，Xz>̂ (yl，Yz>=(x1 nYl，Xz nYz>或 

[x]̂ [y]=(x nY ，X nY >； 

(xl，Xz>V(yl，Yz>=<xIUY1，XzUYz>或 

[x]V[y]=(x UY ，X UY >； 

及～(x ，Xz>=<～X2，～x >，或～[x]一[～x]，这里～表示 

集合的补运算。 

P(【，)／≈构成一个分配格[ ，在分配格P(【，)／≈中，等价 

类[x]，[y]，[X]̂ [y]及[X]V[y]上的粗糙度有下列关系： 

定理2 设[x]一<X ，Xz>，[y]一(y1，Yz)∈P(【，)／≈，则 

‘D([x]V[y])f U瓦yf=pc r-x3~I xI+pc[Y3~I yI 

-- p([x]̂ [y])IRXnRYI。 

证 ：由于(x U y ，x U Y >≠ 及(X n y ，xz n Yz)≠ 

，故 ‘D([x]V[y])及 ‘D([x]̂ [y])均有意义，且 

P([x]V[y])I xU yI—lx Uy l—Ix Uy I 

= (Ix l—Ix I)+(1y I—l y I)一(Ixz n yz I—Ix n 

y1 I) 

一P([x])I xI+‘D([y])I瓦y l一‘D([x]̂ [y])I xn 

yI 

定理2说明，在分配格 P(【，)／≈上 ，我们有类似于集合论 

的包容排斥原理，事实上，从数学上来说 ，两者本质上是相同 

的 。 

5 粗糙模糊集的粗糙度 

M．Banerjee E 等把粗糙度的概念推广到近似空间的粗糙 

模糊集上，定义模糊集x的上下近似[】 为 RX， x∈F(【，)： 

(RX)(z)一 V X(v)，(RX)(z)一 ^ X(y) 
∈ LxJ t L J 

这里符号V，̂ 分别表示取大、取小。M．Banerjeen 等定 

义了模糊集x在近似空间(【，，R)上关于参数 a， (O< ≤a≤ 

1)的粗糙度为： 

I(RX) I 

店 1一 ； 
I(RX)pl 

(规定当(瓦x)p一 时，艘 一O) 

我们指出对于粗糙模糊集的粗糙度，上节的全部结论成 

立，但我们仅给出其结论，略去证明，实际上，证明过程也大致 

类似，通过我们给出的命题大致可以看出证明的轮廓 。 

命题2 设(【，，R)是近似空间，x∈F(【，)，则：(1)V ∈̂ 

Fo，1]有(Rx) 一RX ；(2)V ∈̂r-o，1]有( x) 一 x ，这里 

表示模糊集 的截集。 

命题5 设 x、y均为 【，上的模糊集合 ，则 x—Y当且仅 

当对任意的实数 ，̂O≤ ≤̂ 1，有 X 一Y 。 

证 ：由模糊集的分解定理 ，x— U 2X 一 U 2Y 一Y。 

由命题2、3，我们可以把命题1的结论推广到粗糙模糊集 

上 ，即有 

命题4 设(【，，R)是近似空间，x，y∈F(【，)，则(1)R(RX 

Uy)=RXURY；(2)R(RXny)一RXnRY。 

定理5 设 x，y∈F(u)，若 x或 y是可定义的，口，p(O< 

≤a≤1)为实数，则 麟8 I(积 )pU(瓦y)pI=店 I(瓦x)p I+ 

‘D I(Ry) I—P RyI(Rx)pn(Ry) I。 

此外，与经典集合上的粗糙集一样，也可 以对 【，上的模 

糊集 x与 y定义粗相等的概念，x与y粗相等的事实记为 X 

≈y，模糊集的粗相等也是一个等价关系，因而确定 F(【，)的 
一 个分类 ，相应的商集(或称商空间)记为 F(己，)／≈，模糊集 

x所在的等价类仍记为[x]，有时为了方便 ，记 x所在的等 

价类为(x ，X >(这里 垦x=X ，RX=X )，即<x ，X >一{xI 

X∈F(【，)，星x—X ，RX=X }一[x]，这样上述定义的粗糙 

度实际上可 以定义在 F(【，)／≈上(即 是 F(【，)／ 上的一 

个模糊集合)，如果 X∈<X ，X >，即[x]一(X ，X >，这时我 

l(RX) l l(RX) l 
们也把粗糙度 船 一1一—二一 写成 ：‘D 一1一—二一 一1 

I(RX)pI I(RX) I 

一 —  

的形式。按照 

< ，Xz>̂ <y1，Yz>一(X。n Y ，Xz nYz>或[ ]̂ [y]一 

(下转 第153页) 
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预先确定的活动可以详细描述，甚至描述到原子活动，工作方 

式难以确定的活动只有活动名称出现在过程模型中，该活动 

所包含的子活动及子活动之间的关系(控制流程)需要过程例 

化时动态确定，即实现过程模型的动态细化，但该活动的语义 

在较高的抽象层次上是明确的，活动需要的输入及活动能产 

生的输出也是确定的，以保证该活动的后续活动的描述 ，保证 

整个过程模型的控制流程的正确性和完整性。 

图6所示的软件单元 A的设计、编码、测试活动的描述过 

程中．若希望单元 A采用可重用构件 ，但描述过程模型时还 

暂不能确定是否能有可用的构件，这一不确定因素导致了软 

件单元 A的编码和测试活动存在不确定因素，这两项活动的 

进一步详细描述(如其中包含的子活动及子活动之间的执行 

顺序关系)，只能根据单元 A的具体实现方式(即使用可重用 

构件还是按软件设计进行编码)动态确定。图6中“软件单元 A 

设计”活动建模时可以细化，编码和测试活动需动态细化，但 

编码和测试活动所需要的输入和能产生的输出建模时是可以 

确定的，以便于对“测试”后的活动建模，生成完整的过程模 

软件单元A设计 I软件单元A编码I 软件单元A测试 

图6 软件过程 

5 2 基于过程模式动态例化过程模型 

过程模型的动态例化主要包括两个方面的工作，一是过 

程模中的过程实体(活动、角色、资源、产品)的动态例化，二是 

过程模型中的过程实体关系的动态例化，涉及到实体关系的 

动态修改和动态细化。 

过程实体的动态例化包括活动起止时间的调整、角色实 

例(即实施者)的重新分配、资源的重新分配等。 

过程实体关系的动态例化，需根据软件过程执行的实时 

态势，局部修改过程实体关系和细化大粒度描述的活动，主要 

包括3种类型的实时动态处理 ： 

①对在过程建模时具有不确定的动态行为而无法详细描 

述的活动进行详细描述； 

②对过程模型中不适合当前态势的过程实体关系进行局 

部调整后形成过程实例，并据此修改过程模型，这种处理适合 

于过程模型不完善的情况； 

③对过程模型中不适合当前态势的过程实体关系进行局 

部调整后形成过程实例，但不修改过程模型，这种处理适合于 

具体软件项目过程流程的l临时修改。 

由本文3．1节的论述可知，基于过程模式进行以上3种类 

型的实时动态处理可以提高过程例化适应动态变化(包括可 

预见和不可预见变化)的能力，从而减少适应动态变化的响应 

时间，提高响应效率。 

总结 由于软件过程的复杂性和不确定性，软件过程的 

实施过程中必须应对和处理多种可预见或不可预见的变化， 

过程实施不可能完全按照过程模型描述的步骤严格执行，过 

程模型和过程实施系统必须具有一定的动态适应能力。 

基于过程模式的过程建模和基于过程模式的过程实施系 

统具有本质的适应动态变化的能力，如何基于过程模式进一 

步提高过程实施系统的动态适应能力是非常值得研究的课 

题 。 
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< l ny1， 2nY2>； 

<XI， 2>V<Y-，Y2>一( -Uy ， 2UY2>或[ ]V[y]= 

( lUYl， 2UY2>； 

及～< ， 2>一<～ 2，～ >，或～[ ]=[～ ]，这里～ 

表示集合的补运算。F(U)／~-构成一个有界分配格，在分配格 

F( )／≈中，等价类[ ]，[y]，[ ]A[y]及[ ]V[y]上的粗 

糙度仍有下列关系： 

定理4 设[ ]一< 。， 2>，[y]一<y。，Y2>∈F( )／≈，则 

有 ： 

Pf妈v[ l( )F U( y)F l=10f妈l( x)F l+10f l( y> l 
— 10f玛̂ [ l(Rx) n(尺y)Fl。 

结束语 本文我们给出了粗糙度的两个类似于普通集合 

的包容排斥原理．实际上是不同集合的粗糙度之间的一种联 

系，我们证明了在分配格 P(U)／≈及 F(U)／≈中，等价类 

[x]，[Y]，[x]A[Y]及[x]V[Y]上的粗糙度有相似的等式。 

这个等式反映了粗糙度之间的内在联系，利用这个等式可以 

从一个集合的粗糙度来计算另一个集合的粗糙度。由于粗糙 

度反映了知识的不完全性程度，即透过我们给出的等式可以 

从一个知识的不完全性程度来推断另一个知识的不完全性程 

度，为探讨数据挖掘的数学本质提供一种方法。 
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