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论广义相关性在柔性逻辑中的重要性 
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摘 要 本文用测度论的观点，证明柔性逻辑中命题连接词的运算模型是连续可变性的算予族，它受广义相关系数 h 

的控 静J，并 给 出了h的物理意义和 计算公式，最后 ，用实例说明 了柔性逻辑 的方法 比CRI和三 I方法更合 理 
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Abstract This paper is tO apply measure theory tO prove that operation model of proposition conjunction in flexible 
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1 引言 

在连续值逻辑中，人们早已发现命题连接词的运算模型 

不唯一 ，并提 出了各式各样的与／或算子对[】 ]，常见的有： 

Zadeh算子对 ，Probability算子对，Einstein算子对，有界算子 

对，Drastic算子对，Hamacher算子对 ，Yager算子对等。试问 

这些与／或算子对有什么物理意义．能否用一个统一的模型来 

刻画它们，并给出它们的使用条件? 

本文第三作者在文[z～4]中把中国古典哲学的思想(即 

世间万事万物都是相关的，不是相生(mutual promtion)就是 

相克(mutual restraint)，非此即彼)引入到柔性逻辑学中，用 

广义相关性 (generalized correlativity)来解释命题连接词的 

运算模型不唯一的原因，并用它来说明算子族中每个算子的 

适用条件 ，这不是对概率论[s 中相关性的简单推广，而是一种 

创新性研究，对柔性逻辑学的研究和发展起到了关键的推动 

作用，具有重要意义。 

本文用测度论的观点证明，在柔性逻辑中由于受到广义 

相关性的影响，命题连接词的运算模型是连续可变性的算子 

簇 ，并给出广义相关系数 h的计算公式，最后通过实例分析表 

明这个柔性逻辑运算模型可以更精确地刻画现实世界。 

2 概率测度的与／或运算模型簇 

设 叨(x)表示有限集 x的幂集。 

定义2．1 称 M：叨(x)一[0，1]为模糊测度，当且仅当它 

满 足 ： 

(1)有界性：M( )一0；M(x)一1 

(z)单调性：对V A，BE叨(x)，A 日则 M(A)≤M(B)。 

由模糊测度的单调性很容易证明如下结论 ： 

max(M(A)，M(B))≤M(A UB)≤1； 

min(M(A)，M(B))≥M(AnB)≥0。 

在模糊测度中存在着非可加性，其证明见文[6]。 

定义2．2 称P： (x)一[0，1]为概率测度，当且仅当它 

满足 ： 

(1)有界性：P(x)一1； 

(Z)可加性 ：A，B X，AnB一 时 ，P(AUB)一P(A)+P 

(B)。 

容易证明 P( )：0；P(～A)=1一P(A)。 

定理2．1 概率测度是模糊测度。 

证 明：OP(AU )一P(A)一P(A)+P( ) 

．

’

． P( )一 0 

又OAnB≠ 时，有 

P(B)一P(AU(B—A))一P(A)+P(B—A)≥P(A)。 

故定理证 明。 

定理2．2 概率测度有相容性 ，AnB=／=4时，P(AUB)+ 

P(AnB)一P(A)+P(B) 

证明 略。 

定理2．5 max{0，P(A)+P(B)一1}≤P(AnB)≤min 

{P(A)，P(B)) 

证明：由定理z．z和 P(～A)一1一P(A)容易证明。 

命题2．4 设(U，P)为概率空间，a，b分别为 A，B的概 

率，则两个命题的与运算 P(AnB)在 max{0，a+6—1}，min 

{n，b}]区间上是一个连续的可变的算子簇。 

证明：用信息最大熵和最小熵原理方法来证明。 

设 户一(户 ，户z，⋯，户 )是一个已知的联合概率分布，那么 

-、 

熵 H(户)一一厶 户 logp．就反映了此分布的不确定性程度。又 
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设 d— P(A)，b—P(B)记 d11一P(A n B)，a12一P(A n 

(一B))，d 21一P((一A)nB)，a 22一P((一A)n(一B))，得 all 

+“12一a，a1 2+“2z一 1一a，al1+ a21—6，a12+ azz一1—6 

令 a 为自由变量，则 

d1 z—d--a1l'd21—6一d d22—1一(d+6)+dl1。用熵函数 

得 

．

‘

．
H (户)= 一 alllogal1一 (d—al1)log(d— al1)一 (6一 al1) 

log(b--a11)一[1一(d+6)+d11]1og[1一(a-t-b)+dl1] 

由定理2．3得 max{0，a+6—1)≤d1l≤min{a，b}，所以对 

上式两边关于 all求导并令导数为0得 

= ·ogg = o =  

解得 a =ab，容易验证 

max{0，a+6—1}≤Ⅱ11≤rain{a，b}，并且 当 al1∈ (max{0， 

d+6—1}，d6)时，有 ≥o，当 all∈(ab，min{d，6})时， 

<o，这样 H(P)在 all—db处达到最大值 ，而 H(P)的 

最小值只能在区间 max{0，a+6—1}，rain{a，b}]的端点处达 

到 。 

若我们用最大熵原理方法来估计联合条件概率分布，那 

么联合条件概率为 

P(A n B)一P(A)P(B)一ab 

P(AUB)一P(A)+P(B)一P(A)P(B)=d+6一d6 

这是著名的 Probability算子对。由概率论我们知道 ，它 

适用于独立相关 的情况 。 

若我们用最小熵原理方法来估计联合条件概率发布，那 

么由于 H(p)的最小值只能在区间 max{0，n+6—1)，rain{n， 

b}]的端点处达到。因此，当 a 一max{0，a+6—1}时 

P(AnB)一max{0，a+b一1} 

P(A U B)一P(A)+P(B)--P(A)(B)=rain{1，a+b} 

这是著名的有界算子对。由概率论我们知道，它适用于最 

大相斥的情况。 

当 a1l=rain{a，b}时 

P(AnB)=rain{a，b}；P(AUB)一max{d，b} 

这是著名的 Zadeh算子对。由概率论我们知道，它适用于 

最大相吸的情况。 

在概率测度中，相关性是可以从最大相吸经过独立相关 

到最大相斥连续变化的，所以两个命题的与运算 P(An B)模 

型是在 max{0，a+6—1}，min{a，b}]区间上连续可变的算子 

簇；同理可知，两个命题的或运算 P(AUB)模型是在 -max 

{a，b)，min{1，a+6)]区间上连续可变的算子簇。即概率测度 

的与／或运算模型都是一个受相关性控制的连续变化的算子 

簇。 

对于其他模糊测度来说 ，不一定满足相容性 ，当P(AU 

B)一P(A)+P(B)一P(A)P(B)不成立时，例如在相克条件 

下情况又如何呢?下面引入广义相关性的概念来进一步论证 ， 

且具体给出与／或运算模型簇和广义相关系数 h计算公式。 

5 广义相关性对逻辑运算模型的影响 

5 1 广义相关性的概念及性质 

我们在研究柔性世界逻辑规律时发现，不仅命题真值的 

连续可变性对命题连接词运算模型有影响，而且命题之间关 

系的连续可变性对命题连接词运算模型也有影响，称前者为 

真值柔性，称后者为关系柔性。而影响命题之间的关系柔性的 
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因素主要有二种 ，即命题之间的关联性(广义相关性)和命题 

真值的测量误差(广义自相关性)。 

命题之间的广义相关性可由最大相克到最大相吸连续地 

变化，需要用连续变化的广义相关系数 h∈[O，1]来刻画：最 

大相克时 h=0，最大相斥时 h一0．5，最大相吸时 h一1。广义 

相关性对所有二元命题连接词的运算模型都有影响。 

与二值逻辑不同，在连续值逻辑中，命题真值的测度误差 

必须考虑，需要用连续变化的广义自相关系数 k∈[O，1]来刻 

画：最大负误差时 k一0，没有误差时 k一0．5，最大正误差时 k 

=1。测度误差对所有的命题连接词的运算模型都有影响。 

在理想情况下，没有测度误差，k一0．5，广义相关性处在 

中性状态，h一0．5，这时的命题连接词 的运算模型叫基模 

型 ，如 

非运算的基模型 ：Ⅳ(z)一1一z 

与运算的基模型：T(x，．)，)=max(0，z+．)，一1) 

或 运算的基模型： (z，．)，)一N(丁(Ⅳ(z)，N(．)，)))一min 

(1，z+．)，) 

蕴涵运算的基模型 ：I(x， )=min(1，1一z+ ) 

如果没有测度误差 ，k=0．5，是零级不确定性问题，只有 

广义相关性影响所有二元命题连接词的运算模型，需要在基 

模型基础上用特殊的广义相关性修正函数完整簇 F。(z，̂)来 

双向修正其影响。其基本思想是先用 F。(z，h)将参与运算的 

自变量由现实世界变换到理想世界，代入基模型得到理想的 

运算结果，然后用 F (z，̂)将理想世界的结果变换为现实世 

界的结果。所得的模型簇叫零级模型完整簇。 

如果测度有误差，k≠0．5，则非运算将偏离基模型，当 P 

和～ p都服从同一个误差分布时，是一级不确定性问题，可 

以在零级运算模型完整簇的基础上用特殊的广义自相关性修 

正函数完整簇 qS(x，k)来双向修正误差的影响，得到一级运算 

模型完整簇。本文仅论证零级运算模型完整簇，对一级运算模 

型完整簇将另文论述。 

我们通过严格的数学证明得到下列零级运算模型完整 

簇。 

定义5．1 零级 T性生成元完整簇是 F。(z，h)一z ， ∈ 

R，h∈[O，1]。其中： 

一(3—4h)／(4h(1一h))； 

h一((1+ )一((1+ )。一3m) )／(2m)。 

定义5．2 通过与运算的基模型 丁(z，．)，)一max(0，,27+Y 
一

1)和零级 T性生成元完整簇生成的 T范数簇是零级与运 

算模型完整簇，用  ̂表示。 

丁(z，Y，h)一F (max(F0(O，h)，F0(z，h)+ F y，h)一 

1)，h)一r [(z +．)， 一1) ]， ∈R，h∈[O，1] 

其中 F I-x]表示把 ,27限制在[O，1]之间，即如果 x<O为虚数， 

则取0；结果 z>1，则取1；否则取 z，以下相同。 

定义5．5 通过或运算的基模型 (z， )一N(T(N(z)， 

Ⅳ(．)，)))和零级 T性生成元完整簇生成的 s范数簇是零级或 

运算模型完整簇，用V 表示。 

(z，Y，̂ )一Ⅳ (F (max(Fo(O，̂ )，F。(Ⅳ (z)，h)+ F。(Ⅳ 

Iy)，h)一1)，h))=1一r [((1一z) +(1一Y) 一 

1) ]， ∈R，h∈[O，1] 

定义5．4 通过蕴涵运算的基模型 I(x，．)，)一min(1，1一,27 
- t-y)和零级T性生成元完整簇生成的I范数簇是零级蕴涵运 

算模型完整簇，用一 表示。 

( ，Y，̂)一F (min( (1，h)，Fo(1，h)一 ( ，h)+ Fo 
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( ，̂))，̂))=ite{1 J ≤Y；0 Jm≤0， 一0；r [(1一 + 

Y )“ ]}，m∈R，h∈[0，1] 

其中 { l a：y}是条件表达式：如果 n，则 p；否则 ，以下相 

同 。 

可以证明零级与运算模型完整簇、零级或运算模型完整 

簇和零级蕴涵运算模型完整簇满足如下性质 ： 

(1)是一个受 h控制的连续变化的完整的算子簇，可包容 

广义相关性的全部情况； 

(2)完整簇是随h单调变化的，给定一个具体的h值可以 

唯一确定一个算子 ； 

(3)每个算子都是随 x，y单调变化的。 

5．2 h的物理意义 

在零级运算模型完整簇中，应该如何定义和确定h的大 

小，即如何规定 h和 m的关系呢?这在理论上和实际应用中 

都是十分重要的。在研究中我们发现有三种不同的方法 ]：标 

准长度法、算子体积比法和函数拟合法，证明了 h的合理性。 

函数拟合法： 

m一(3—4h)／(4h(1一h))； 

h一((1+m)一((1+m)。一3m) )／(2m) 

则 h一1时 m一一o。，h=0．75时 m一0．h一0．5时 m一1，h一0 

时 m 。。。 

通过上述讨论分析可知 Zadeh算子对、Probability算子 

对、有界算子对和 Drastic算子对的广义相关系数 h分别为1、 

0．75、0．5和0，那么 Hamacher算子对，Einstein算子对，Yager 

算子对的广义相关系数 h为多少?分别为0．86、0．75和 ≤̂ 

0．75。 

h的物理意义是该 T范数和最大 T范数的体积比。具体 

定义如下： 

定义5．5 零级 T范数完整簇 T(x，y，h)中，某个 T范数 

的位置标号即它对应的广义相关系数 h等于该 T范数和最 

大 T范数的体积比。 

h一 (*)一3 lIT(x，Y，h)ds Q：[0，1]×[0，1] 

(4) (5) (6) 

图1 

例题1 设有一非空的特征空间E，它是由平面上的连续 

分布的一些点组成的分明集合．面积为一个单位 (E)一1。定 

义分明子集X的面积 iX)— 为 X的模糊测度，它对应于模 

糊命题 P的真值，分明子集 Y的面积 stY)一 为Y的模糊测 

度。它对应于模糊命题 q的真值，则 (E)一1对应于一个恒真 

的模糊命题。巾的面积 (≠)一0对应于一个恒假的模糊命题。 

试问PA g的真值即 (Xny)一T( ，y)一?，PV g的真值即 

(XUy)一 ( ， )一? 

解：用广义相关性来回答 X、Y间的关系：h=1表示 X，Y 

间最大相吸。看图1t1) 

T(x， )一T3=min( ， ) 

S( ， )一S3=max(x， ) 

这是著名的 Zadeh算子对．T。为最大与算子，S。为最小或 

算子。 

h一0．75表示 X，Y间独立相关 ，看图1(2) 

T(x， )一T2一 ，S( ， )一 2一 + 一 

这是著名的 Probability算子对，T。为中度相容与算子， 

S。为中度相容或算子。 

一̂0．5表示 X，Y间最大相斥或最小相克。看图1(3) 

T(x， )一Tl—max(0， + 一1)， 

S(aT，y)一Sl—rain(1， +y) 

这是著名的有界算子对，T，为中心与算子 ，S 为中心或算 

子 。 

在相生关系(h∈Eo，5，1])中，完全满足相容律： 

T(aT， )+ ( ， )一 + 

在相克关系(h∈[0，0．5])中，存在相互杀伤和扩军备战， 

相容律不再成立 ： 

x+y<1时，双方没有接触。看图1(4) 

T(aT， )一0，S(aT， )≥min(1， + ) 

+ 一1时，双方刚好接触。看图1(5) 

TtaT， )一 0，Stat， )一1 

+ >1时，双方接触，必然发生战争或抑制作用，会造 

成部分死亡。看图1(6) 

T(aT， )≤max(0， + 一1)，S(aT， )一1 

h一0表示 X，Y间最大相克。 

T(aT， )一T0=ite{min(aT， )Imax(x，Y)=1；0} 

S(aT， )一 0=ite{max(x， )Imin(aT， )=0；1} 

这是 Drastic算子对或称最大相克算子对，T。为最小与算 

子，S。是最大或算子。 

h一0．25表示 X，Y间僵持状态 ： 

To≤T(x， )≤Tl So≥ (aT， )≥ l 

当 h一0。0．5，0．75，1时四个特殊的算子对之间关系如 

下 ： 

0≤To≤Tl≤T。≤T。≤ 。≤ 2≤ 。≤ 。≤1。 

从例题1和图1可看出命题的与／或算子是连续可变性的 

算子簇 ，与／或运算模型是一种受广义相关系数 h控制的运算 

模型。当h：1—0．5B~，则命题之间的关系从最大相关到最大 

相斥或最小相克连续地变化；当 h：0．5—0时，则命题之间的 

关系从最小相克到最大相克连续地变化，直到一方绝对占优 

势而且还允许另一方存在，即当 h一0时，是著名 Drastic算子 

对 。 

4 实例分析 

Zadeh于1973年对“A ，A—B推出 B ’的模糊前向推理 

(Fuzzy Modus Ponens．简 称 FMP)，提 出 了求 解 的 CRI 

(Compositional Rule of Inference)方法[ ，在文[8．9]中王国 

俊教授指出CRI方法在理论上似有不足之外．并对它进行了 

改进，提 出了三 I方法。但经过对三 I方法的研究，我们发现 

它也存在不足之处：①虽然 Zadeh的模糊值域已经柔性化，但 

是它的 Max／Min运算仍然具有很强的刚性。从广义相关性 

的观点看，它仅适合于h一1的情况，不能推广到一般的情况 ； 

②三 I方法在与／或运算中使用了Zadeh算子对 ，表示是 h一1 

的情况，而在蕴涵运算时却使用了 R。蕴涵算子，表示是 h一 

0．5的情况，这种组合关系更不能推广到一般的情况。而我们 
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的柔性逻辑运算模型．可以根据广义相关系数 h的不同，选择 

适合的算子进行计算，得到精确的结果。 

下面举例说明三 I方法和柔性逻辑运算方法的实际效 

果 。 

例题2 在“西红柿红了”和“西红柿熟了”的关系中，有一 

条规则：“如果西红柿红了，那么西柿熟了”。现在的事实是某 

个西红柿有些红了，它熟的程度如何呢? 

解：“西红柿红了”用 A来表示，“西红柿熟了”用 B来表 

示，“如果西红柿红了，那么西红柿熟了”用 A—B来表示。“某 

个西红柿有些红了”用A 来表示，这个西红柿熟的程度用B 

来表示 。 

L。：用三 I方法 B，=A (以一B)求解．其中 Ⅱ 6一一(Ⅱ 

一一6)，蕴函“一”为 R。蕴涵：R(a，6)一ite{一ⅡV6Ia>b；1}。 

UL ：用柔性逻辑运算模型 B 一A A (A一 B)求解，按 

常识我们知道“西红柿红了”和“西红柿熟了”是相互吸引而不 

是相互排斥的特征 ，所以 的取值为一1．h一0．87。 

不同规则强度和事实强度下的计算结果如表1所示。 

表1 

B。 
A— B A。 

L’ UL’ 

0．8 0．7 0 7000 0．5957 

0．3 0．8 0．3000 0．27907 

0．4 0．6 0．0000 0．31 57 

0 1 0．4 0．0000 0．0869 

0．1 0．9 0．0000 0．O900 

从表1中可以看出，在三 I方法中 L 列后三项全为0，说 

明 A—B和 A 后 三组数字 {0．4，0．6}{0．1，0．4}{0．1，0．9}对 

结果(B )没有影响 ；而柔性逻辑运算模型方法中后三项不全 

为0，说明 A—B和 A，后三组数字{0．4，0．6}{0．1，0．4}{0．1， 

0．9}对结果(B，)仍然有影响，只不过影响小些，这说明柔性逻 

辑可以更精确地描述现实世界的逻辑规律和人的思维过程。 

另外．在文Elo3中以“倒立摆控制”为例 ．用神经元实现的 

弱 T／S范数簇替换传统模糊控制中的 Min和 Max运算，采 

用4条控制规则，以重心法作为解模糊方法。通过试验可知：
．
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用柔性逻辑运算模型来控制时，摆杆偏角能较快地收敛．且控 

制过程比模糊方法柔和。 

结论 本文首先用测度论的观点 ，证明命题连接词的运 

算模型是连续可变性的算子簇，它们受广义相关系数 h的控 

制 ，并给 出广义相关系数 h的物理意义和具体计算公式，最 

后，用实例说明了柔性逻辑方法比CRI和三 I方法更合理，能 

更精确地描述现实世界的逻辑规律和人的思维过程。总之，广 

义相关性的引入对建立柔性逻辑学起到了关键性的作用。 
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的反问题 ，其基本形式为 

已知 A—B 

且给定 B。 

求 A (20) 

这里同样有A，A。是X上的模糊集，B，B 是 Y上的模糊 

集 。 

相异因子的概念同样可以运用于 FMT问题的求解，我 

们有 以下 的定义： 

定义4(FMT) 设 x与 Y是非空集，A，A’∈ (x)，B， 

B’∈ (Y)，则式(20)中的解 A’是使式(5)取得最大可能 

值 ，且其相异程度I rl最小的 (x)中的Fuzzy集。 

结束语 本文首次提出了“相异因子 r”的概念 ，并在“使 

解 B’的相异程度最小”的思想指导下，改进了三 I算法单纯 

地求满足条件的最小模糊集的方法，使得其在理论上更为合 

理。关于算法的还原性，以及在模糊推理的反向三 I算法 “ 

中，“相异因子 r”的概念又将如何体现，我们将在另文中进行 

更深入的探讨。 
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