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模糊推理中相异因子的研究 

付利华 何华灿 

(西北工业大学计算机科学与工程系 西安710072) 

摘 要 本文首次提出‘‘相异因子r’’的概念。并在“使解 B’的相异程度最小”的思想指导下，改进了三 I算法单纯地求 

满足奈件的最小模糊集的方法 。并分别讨论 了在 Lukasiewicz蕴涵 算予和 Zadeh蕴涵算予之下 的 FMP规则 以及相应 

的算法表达式。 
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Abstract The“incompatible factor”concept is introduced for the first time．and the Triple I method is improved with 

the thinking．The reason of why the new method should be more reasonable than the Triple I method is analyzed， 

then the new method is generalized by considering two different types of implication operations· 
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1 引言 

自Zadeh[ 于1965年建立模糊集理论以来，作为其应用 

之一的模糊控制在许多工业生产领域，特别是在系列家电产 

品开发上都取得了巨大的成功【2 ]。模糊推理作为模糊控制的 

理论基础。在近三十多年来一直受到模糊系统理论界的广泛 

关 注。Zadeh[ 于1 973年 首 先提 出模 糊分 离规 则 (Fuzzy 

Modus Ponens，即 FMP)，后经Mamdani等人所发展 ]，形成 

了著名的 CRI(Compositional Rule of Inference)算法[63。CRI 

算法作为模糊推理的基本方法，获得了普遍的接受。并有许多 

学者对该方法进行了多种形式的推广[7~93。 

王国俊教授 在对 CRI算法进行详细研究后。指出CRI 

算法具有若干缺陷。并首先提出了模糊推理的全蕴涵三 I算 

法。该算法的每一步推理都使用了蕴涵运算。并充分地考虑了 

前提和结论间的最大可能的蕴涵关系。在理论上比CRI算法 

有了很大的进步 。然而。通过我们的分析发现。三 I算法也存 

在不足。它对所求的解没有给出一种合理的解释。且在某些情 

况下。所求的解不是正确的解。在本文中作者将首次提出“相 

异因子 r”的概念。并将使用这一概念。对模糊推理的解进行 

重新定义。 

2 基本概念 

2．1 模糊推理的基本形式 

在模糊推理的理论研究中。最基本的模糊推理形式为 ]： 

设 x与 Y是非空集。A，A’是论域 x上的模糊集，而 B， 

B。则是论域 Y上的模糊集。 

已 知 ：A —B 

且给定：A。 

求 

2．2 CRI算法和三 I算法 

在模糊推理中，求解式(1)的解 B。有多种不同的形式，但 

Zadeh提出的CRI算法是最具有代表性的一种。其基本思想 

是 ： 

1)利用蕴涵算子Rz把已知条件 A—B转化成一个 x×Y 

上的模糊关系 R(x，y)，即转化成映射 R：x×Y一[O。1]： 

R(x。y)= Rz CA(x)，B(y)) (2) 

2)把给定的 A。与第一步中的模糊关系 R作合成即得输 

出 B。： 

B。(v)一 A。(x)O Rz(A(x)，B(y)) (3) 

一sup[A。(x)A R (A(x)。B(y))] 44) 

式(3)给出了 CRI算法的基本模式。在复合式我们还可 

采用更为一般的三角模方法。同时蕴涵算子也不限于使用 

Rz。还可以使用多种其他类型的算子。 

传统的 CRI算法在逻辑语义蕴涵意义下存在着不足[1 ： 

1)在模糊推理过程中，只使用了一次与推理有关的蕴涵 

算法，而用复合算法代替了其它推理过程。 

2)传统的CRI算法不是还原算法，不是文El2]中所说的 

关系再现算法。 

王国俊教授在弥补传统 CRI算法不足的基础上提出了 

模糊推理的全蕴涵三I算法。其基本思想是： 

式(1)中的解 B。是使得 A—B最大程度地支持 A’一 

B。。即 

(A(x)一 B(y))一 (A’(x)一 B’(y)) (5) 

对一切 X∈X与y∈Y取得最大的可能值的 (Y)中的最小 

模糊集。 

2．5 常见蕴涵算子满足的性质 

据统计，至今已见于文献的蕴涵算子 已近100个(蕴涵算 
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子族不计在内)．而目前在模糊控制中使用的蕴涵算子却只有 

为数不多的几个m]。对于常用的一些蕴涵算子均满足： 

性质1 若 b≤c，则 R(a，b)≤ R(a，c)。 

如 R。、R 、Rc 、Rc、Rc。、Rz、R 等，这表示推理方法关于 

后件的单调性m]，因此以下的讨论均是以此性质作为前提。 

另外 ，常用的蕴涵算子中，有的蕴涵算子满足： 

性质2 R(a，b)一1当且仅当 a≤b。 

如 R。、R 、Rc 、Rc、Rc。等；也有的蕴涵算子不满足性质 

2，如 Zadeh算子 RhMamdani算子 RM等。 

为了讨论的方便，我们有以下的定义： 

定义1 设 R为满足性质1的一蕴涵算子．如果 R满足性 

质2，则称 R为R 型蕴涵算子；反之．称 R为 Rz型蕴涵算子。 

5 相异因子 r 

全蕴涵三 I算法的各层推理均由蕴涵算子体现，并且充 

分地考虑了“A’(x)一 B。(y)”与“A(x)一 B(y)”之间应满足 

最大可能的蕴涵关系．这种推理思想显然比使用合成法则的 

CRI算法在理论上有了很大的进步。 

然而．三 I算法在最后确定式(1)的解 B。是满足条件的 

(Y)中的最小模糊集时，却显得有些牵强．并且最小模糊集 

是否是 FMP的解，这还需要进一步的论证。使得式(5)取得 

最大可能值的B。也许有很多，比如，只要蕴涵运算一满足性 

质2u~，则 (Y)中恒取值1的最大 Fuzzy集，便可以使得式 

(5)对一切 x∈X与Y∈Y取得最大值1，显然，这样的B。是不 

合用的，没有提供有用的信息n 。这样，三 I算法便认为式(1) 

的解 B’是 (Y)中使式(5)取得最大可能值的最小 Fuzzy 

集[1 ，而对为什么应取这一最小 Fuzzy集，并不是其它满足 

条件的Fuzzy集，没有给出合理的解释。 

如果求得 B ∈ (Y)满足“A—B最大程度地支持 A。 

一B⋯，但同时 B。还使得： 

R(A。(x)，B。(y))> R(A(x)，B(y))， 

即(A (x)一 B’(y))> (A(x)一 B(y))成立，可以看出，这些 

B 使得“A。支持 B。的程度”大于“A支持B的程度”，可以说 

是一种冒险的推理。反之，如果求得B。∈ (Y)使得： 

R(A’(x)，B’(y))< R(A(x)，B(y))， 

即 (A。(x)一 B’(y))<(A(x)一B(y))成立，可以看出， 

这些 B。使得“A。支持 B。的程度”小于“A支持 B的程度”，可 

以说是一种保守的推理。 

通过以上分析可以看出，FMP的解 B’不仅应满足“A— 

B最大程度地支持 A’一B⋯，而且在此前提下求出的解 B。 

还应使得“A’支持 B’的程度应最大可能地接近 A支持 B的 

程度”。为此我们提出了“相异因子 r”的概念。 

定义2(相异因子 r) 设 X与 Y是非空集，A，A’∈ 

(X)，B，B。∈ (Y)，那么式(1)中的解 B。具有的相异程度为 

lr l 

相异因子 r=R(A’(x)，B (Y))一R(A(x)，B(v)) 

说明 相异因子 r大于零 ，表示求解的B。是一种冒险的 

推理，反之 ，若相异因子 r小于零，表示求解的 B’是一种保守 

的推理，相应的相异程度 I r I刻画了其冒险(保守)的程度。显 

然，我们求解的B’应尽量使得Ir l趋近于零。 

定义5(FMP) 设 X与 Y是非空集，A，A’E (X)．B， 

B。E (Y)，则式(1)中的解 B。是使式(5)取得最大可能值， 

且其相异程度 I rl最小的 (Y)中的 Fuzzy集。 

下面我们将对 R 型蕴涵算子和 Rz型蕴涵算子两种情 

况分别进行讨论 。 

4 实例分析 

4，1 R 型蕴涵算子 

为寻求最优的 B。E (Y)．使得 A—B最大程度地支持 

A。一B。，即使式(5)对一切 xEX与 y∈Y取得最大的可能 

值 ．根据 R 型蕴涵算子满足性质2，则所求的 B。是 (Y)中 

使(5)式的值恒等于1的最优 Fuzzy集 ．并且，此时显然有： 

R(A。(x)，B’(y))≥R(A(x)．B(y)) 

在 (Y)中这样的 B。有很多，如恒取值1的最大 Fuzzy 

集等．关于最优的 B‘的确定，可以根据(A【x)一 B【y))与(A’ 

(x)一B。(y))之间的关系即 B。的相异程度 I rI来确定。由蕴 

涵算子满足的性质1知： 

如果 B。越大，R(A’(x)．B。(y))就越大，当某些满足条 

件的 B。使得 

R(A。(x)．B。(y))> R(A(x)．B(y)) 

即(A (x)一B (y))> (A(x)一 B(y))时，我们可以看出，这 

些 B。使得“A’支持 B。的程度”大于“A支持 B的程度”，是一 

种冒险的推理，为了控制这种冒险的倾向．我们应逐渐地减小 

B。的取值．直到(A’(x)一 B。(Y))趋近于(A(x)一 B(y))， 

此时 B。的取值使得“A。支持 B’的程度”趋近于“A支持 B的 

程度”，可以说是一种合理的取值，而此时求得的B。其相异程 

度lrl也趋近于0。 

从上面的分析可以看出，当推理采用 R 型蕴涵算子时， 

求得的解 B。即是满足条件的最小 Fuzzy集，这与三 I算法的 

结果是相符合的L】 ，但却给解赋予了更为合理的解释。 

例1 对于Lukasiewicz定义的蕴涵算子 R ： 

RL (a，b)一 (a，+ b)A 1 (6) 

对 Y中任一固定的 y，令 

E 一{z∈X I(A’(z)) <Rh(A(z)，B(y))} 

(i)如果 x E ，即 (A。(x)) ≥ RL (A(x)，B(Y))，由 RL 

(A (x)，B。(Y))一 (A (x)+B (Y))A 1，知 RL (A (x)， 

B (y))≥ R (A(x)，B(y))，则式(5)取得最大值1，同时有 

r—RE (A (x)，B’(Y))一RL (A(x)，B(Y))≥0， 

为使 r最小 ，则有 B‘(y)一0。 

(ii)如果 x∈E ，即(A’(x)) <RL (A(x)，B(y))，由 RL 

(A。(x)，B。(y))一(A。 (x)+B。(y))A 1，为使得式(5)取得 

最大值1，有 

RE (A’(x)，B (y))一 (A‘ (x)+ B。(y))A 1 

≥ RIJu(A(x)，B(Y))， 

同时，为使得 r最小，则有 

B’( )一sup{RE 【Aix)，B(y))一【A。ix)) )， 

综(i)、(ii)可得： 

B。( )=sup{RL (A(x)，B(y))一(A’(x)) } 

显然，求得的解 B 与采用三 I算法求得的解Ⅲ是一致 

的，但却给解 B’赋予了更为合理的解释。 

4．2 Rz型蕴涵算子 

对于 Rz型蕴涵算子 ，仍可使用定义3，只是寻求的最优 

B’∈ (Y)使得式(5)取得的最大可能值一般不是1。而且， 

由于 Rz型蕴涵算子不再满足性质2，因此 ，当求得的 B’E 

(Y)使得式(5)取得最大可能值时，R(A。(x)，B (y))≥R(A 

(x)，B(y))不一定成立。因此当推理采用 Rz型蕴涵算子时， 

三 I算法还是定义式(1)中的解 B’为使得式(5)取得最大可 
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能值的 (Y)中的最小Fuzzy集，这显然是不太准确的。 

为了更清楚地说明问题 ，我们先分情况讨论 Rz(a'b)在 

什么情况下取得最大值： 

1)a < a，即 a> 0．5 

O 81 b2 0．5 1tl b3 

图1 口 <n 

① b<a 

i)b≤ a，，即图1中的 b。 

则有 Rz(a，b)一 a V (a^ b)一a V b— a 

ii)b> a，，即图1中的b 

贝0有 Rz(a，b)一 a，V (a^ b)一 a V b— b 

② b≥ a，即图1中的 b a 

则有 Rz(a，b)一 a V (a A b)一 a V a— a 

2)a ≥ a，即 a≤ 0．5 

0 b4 81 b5 0．5 a b6 

图2 a ≥a 

① b< a，即图z中的 b 

则有 Rz(a，b)一 a V (a^ b)一 a V b— a 

② b≥ a，即图1中的b 或 b 

贝0有 Rz(a，b)一 a V (a A b)一 a，V a— a 

综上所述 ，当 a≤ b时，不管 a的取值是什么，Rz(a，b)都 

可以取得最大值 ；当a>b时，在 a≤0．5时，Rz(a，b)也可以取 

得最大值。 

例2 对于 Zadeh定义的蕴涵算子 Rz： 

Rz(a，b)一a’V(â b) (7) 

对 y中任一固定的y，令 

E 一{X∈XlRz(A(x)，B(y))≤0．5} 

F 一{x∈E l(A。(x)) < Rz(A(x)，B(y))} 

G 一{X∈E l(A。(x)) ≥ Rz(A(x)，B(y))} 

H 一{X E l(A。(x)) < Rz(A(x)，B(y))} 

I 一{X∈H lA。(x)≥ Rz(A(x)，B(y))} 

K 一{X∈H lA‘(x)<Rz(A(x)，B(y))} 

L 一{X∈K lA。(x)≤ 0．5} 

M 一 {X∈K lA。(x)> 0．5} 

N 一{X E l(A。(x)) ≥ Rz(A(x)，B(y))} 

按 Zadeh的 Rz，式(5)的值为 

Rz(Rz(A (x)，B(y))，Rz(A。(x)，B‘(y)))一Rz (A (x)，B 

(y))V [Rz(A(x)，B(y))̂ Rz(A’(x)，B‘(y))] (8) 

1)x∈E ，即 Rz(A(x)，B(y))≤ 0．5B,-i-，此时式(8)可以在 

两种情况下达到最大值： 

Rz(A。(x)，B‘(y))≥ Rz(A(x)，B(y)) 

或 Rz(A。(x)，B。(y))< Rz(A(x)，B(y)) 

① 考虑 Rz(A‘(x)，B。(y))≥ R (A(x)，B(y))成立，这 

时有 

(A。(x)) V(A (x)AB。(y))≥Rz(A(x)，B(y)) (9) 

i)对于xE F ，要使式(9)成立，有 

B。(y)≥ Rz(A(x)，B(y)) 

同时有，相异因子 r≥ 0，为使 r最小，则有 

B。(y)一supIRz(A(x)，B(y))} (1O) 

·1O0· 

ii)对于 xEG ，即(A。(x)) ≥ Rz(A(x)，B(y))，则式(9) 

当然成立，同时有 r≥ 0，为使 r最小，则有 

B。(y)一0 (11) 

② 考虑 Rz(A。(x)，B。(y))<Rz(A(x)，B(y))成立，这 

时有 

(A 。(x))，V (A。(x)AB。(y))<Rz(A(x)，B(y)) (12) 

i)对于 xEF ，要使式(1z)成立 ，有 

B。(y)<Rz(A(x)，B(y)) 

同时 ，相异因子r< 0，为使r趋近于0，则有 

B。(y)一inf{Rz(A(x)，B(y))} (13) 
∈ }y 

ii)对于xEG ，即(A。(x)) ≥Rz(A(x)，B(y))，则式 (12) 

不能成立。 

2)x E ，即Rz(A(x)，B(y))> 0．5B,-i-，此时式(8)只能在 

以下情况才达到最大值 ： 

Rz(A。(x)，B。(y))≥ Rz(A(x)，B(y))，即 

(A。(x)) V(A。(x)AB‘(y))≥Rz(A(x)，B(y)) (14) 

① 对于 xEI ，即 

(A‘(x)) <Rz(A(x)，B(y)) 

且 A‘(x)≥ Rz(A(x)，B(y))，此时要使式 (14)成立，有 

B。(y)≥ Rz(A(x)，B(y)) 

同时有，相异因子 r≥ 0，为使 r最小，则有 

B’(y)一sup{Rz(A(x)，B(y))} (15) 

② 对于 xEK ，即 

(A。(x)) < Rz(A(x)，B(y)) 

且 A。(x)<Rz(A(x)，B(y))，则式(14)不可能成立，即必有 

Rz(A。(x)，B (y))<Rz(A(x)，B(y))，这时式(8)的值只有 

在 Rz(A。(x)，B‘(y))取得最大值时才能取得其最大值。同理 

有 ： 

i)当xEL ，即A。(x)≤ 0．5时，有 

A。(x)≤ 0．5<Rz(A(x)，B(y)) 

且 0．5≤ (A。(x)) <Rz(A(x)，B(y)) 

而此时有 ： 

a)当B。(y)≥ A。(x)时，Rz(A。(x)，B。(y)) 

可以取得最大值(A。(x))，，而此时显然有： 

B‘(y)一sup{A。(x)} (16) 
∈ Ly 

b)当 B。(y)<A‘(x)时，Rz(A。(x)，B。(y)) 

可以取得最大值(A。(x)) ，而此时显然有： 

B‘(y)一 inf{A。(x)} (17) 
∈ Ly 

ii)当 X∈M ，即A。(x)> 0．5B,-i-，有 

0．5< A。(x)< Rz(A(x)，B(v)) 

且 (A。(x)) <O．5< Rz(A(x)，B(v))， 

而此时当 B‘(y)≥ A。(x)时，Rz(A。(x)，B‘(y))可以取 

得最大值 A。(x)，即有 ： 

B。(y)一sup{A‘(x)} (18) 

③ 对于 X∈N ，即 

(A。(x)) ≥ Rz(A(x)，B(y))， 

此时式(14)显然成立，同时有 r≥ 0，为使 r最小，则有 

B‘(y)一 0 (19) 

5 模糊拒取式 FMT 

模糊拒取式 FMT(Fuzzy Modus Tollens)是 FMP问题 
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的柔性逻辑运算模型．可以根据广义相关系数 h的不同，选择 

适合的算子进行计算，得到精确的结果。 

下面举例说明三 I方法和柔性逻辑运算方法的实际效 

果 。 

例题2 在“西红柿红了”和“西红柿熟了”的关系中，有一 

条规则：“如果西红柿红了，那么西柿熟了”。现在的事实是某 

个西红柿有些红了，它熟的程度如何呢? 

解：“西红柿红了”用 A来表示，“西红柿熟了”用 B来表 

示，“如果西红柿红了，那么西红柿熟了”用 A—B来表示。“某 

个西红柿有些红了”用A 来表示，这个西红柿熟的程度用B 

来表示 。 

L。：用三 I方法 B，=A (以一B)求解．其中 Ⅱ 6一一(Ⅱ 

一一6)，蕴函“一”为 R。蕴涵：R(a，6)一ite{一ⅡV6Ia>b；1}。 

UL ：用柔性逻辑运算模型 B 一A A (A一 B)求解，按 

常识我们知道“西红柿红了”和“西红柿熟了”是相互吸引而不 

是相互排斥的特征 ，所以 的取值为一1．h一0．87。 

不同规则强度和事实强度下的计算结果如表1所示。 

表1 

B。 
A— B A。 

L’ UL’ 

0．8 0．7 0 7000 0．5957 

0．3 0．8 0．3000 0．27907 

0．4 0．6 0．0000 0．31 57 

0 1 0．4 0．0000 0．0869 

0．1 0．9 0．0000 0．O900 

从表1中可以看出，在三 I方法中 L 列后三项全为0，说 

明 A—B和 A 后 三组数字 {0．4，0．6}{0．1，0．4}{0．1，0．9}对 

结果(B )没有影响 ；而柔性逻辑运算模型方法中后三项不全 

为0，说明 A—B和 A，后三组数字{0．4，0．6}{0．1，0．4}{0．1， 

0．9}对结果(B，)仍然有影响，只不过影响小些，这说明柔性逻 

辑可以更精确地描述现实世界的逻辑规律和人的思维过程。 

另外．在文Elo3中以“倒立摆控制”为例 ．用神经元实现的 

弱 T／S范数簇替换传统模糊控制中的 Min和 Max运算，采 

用4条控制规则，以重心法作为解模糊方法。通过试验可知：
．

9 

用柔性逻辑运算模型来控制时，摆杆偏角能较快地收敛．且控 

制过程比模糊方法柔和。 

结论 本文首先用测度论的观点 ，证明命题连接词的运 

算模型是连续可变性的算子簇，它们受广义相关系数 h的控 

制 ，并给 出广义相关系数 h的物理意义和具体计算公式，最 

后，用实例说明了柔性逻辑方法比CRI和三 I方法更合理，能 

更精确地描述现实世界的逻辑规律和人的思维过程。总之，广 

义相关性的引入对建立柔性逻辑学起到了关键性的作用。 
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的反问题 ，其基本形式为 

已知 A—B 

且给定 B。 

求 A (20) 

这里同样有A，A。是X上的模糊集，B，B 是 Y上的模糊 

集 。 

相异因子的概念同样可以运用于 FMT问题的求解，我 

们有 以下 的定义： 

定义4(FMT) 设 x与 Y是非空集，A，A’∈ (x)，B， 

B’∈ (Y)，则式(20)中的解 A’是使式(5)取得最大可能 

值 ，且其相异程度I rl最小的 (x)中的Fuzzy集。 

结束语 本文首次提出了“相异因子 r”的概念 ，并在“使 

解 B’的相异程度最小”的思想指导下，改进了三 I算法单纯 

地求满足条件的最小模糊集的方法，使得其在理论上更为合 

理。关于算法的还原性，以及在模糊推理的反向三 I算法 “ 

中，“相异因子 r”的概念又将如何体现，我们将在另文中进行 

更深入的探讨。 
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