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计算随机流量网络可靠度的算法综述 

孙伟平 周敬利 余胜生 

(华中科技大学计算机学院 武汉430074) 

摘 要 随机流量同络比二态网络更适合用于描述现实生活中的许多系统。给定要求 d，随机流量网络的可靠度定义 

为最大流不 小于 d的概 率。这 一领域 的研 究提供 了许 多算法来估计 系统的可 靠度 。本文介绍 了这 些算法 (特别是基 于 

最小路径和最小割集的算法)的来源及思想。文章最后给出了将来研究工作的方向。 
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Abstract A stochastic—flow network in which each arc has several capacities iS more suitable to describe real world 

systems than a binary—state network．Given the demand d，the system reliability iS defined as the maximum flow of the 

network is not less than d．The researchers in the field have presented many algorithms on the reliability evaluation of 

stochastic—flow networks．In this paper，the authors introduce the properties of each algorithm ，mainly those 

algorithms in terms of M Ps and MCs．Finally the future directions of the work are presented． 
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1 引言 

网络的可靠度是网络性能的一个重要指标，可靠性分析 
一 直是各研究者研究的热点问题 “。根据网络或其组成部 

分的状态的多少，网络可分为二态(binary state)网络和多态 

(multi—state)网络。 

·二态(binary state)网络是指网络或网络的每个元素(节 

点或弧)只有两种状态：好／坏。网络的每条弧的容量的取值或 

为0，或为某一正整数。 
·有的网络的组成部分具有多种状态或容量。在某些情况 

下。除了考虑网络状态的好与坏。还要研究不同的性能指标。 

这种网络我们称为多态网络。在本文中，又称为随机流量网 

络。 

许多文献研究了二态系统。其中 Lee 利用词典排序法 

计算系统的可靠度；Abrahamc 。Aggarwal等 则通过 MCs 

或 MPs等方法来研究系统的可靠度问题。许多现实中存在的 

系统，比如计算机网络，电信网络。电力传输与分布网络，运输 

网络等等。不能用二态系统来描述。近些年来，对有着广泛应 

用的随机流量网络的可靠度的研究越来越多[B--1 4]。其中。文 

[1O～123采用的是最小路径的方法．文[13。14]采用的是最小 

割的方法。在本文第3节中我们将作详细介绍。 

2 随机流量网络可靠度问题建模 

设 G一(Ⅳ，A， )是从源 到汇 t的一个随机流量网络。 

其中Ⅳ 为节点集。A一{a．11≤ ≤ }为弧集， 一{ ， ，⋯。 

)。 为弧 a。的最大容量。 一1。2。⋯。 。假设 G还满足： 

1．每个节点均是可靠的。 

2．每条弧 a．的容量 ．为整数。O≤ ．≤  ̂。 

3．不同弧的容量概率无关。 

4．网络 G满足 flow—conservation law。 

记 x一( ， 。，⋯， )为系统的(当前)容量向量。其中 

为弧 a．的(当前)容量。记 (X)为容量向量为 x时的最大 

流。给定 d。系统的可靠度 岛 定义为最大流不小于d的概率， 

即 =Pr{xIV(x)≥d}。 

称向量X≥y。如果 ．>12．，V 1≤ ≤ +户；称向量 X>Y， 

如果 x≥y，而且至少存在一个 i∈{1，Z，⋯。 +户}，S．t．z．> 

5 解决随机流量网络可靠度问题的算法综述 

5．1 Xue的算法 

最小上界与最大下界是研究系统的可靠度时常常和到的 

两个概念 。分别对应于图论中的最小路径(Minimal Paths)和 

最小割(Minimal Cuts)两个概念。文[8]提出了最小上界与最 

大下界的概念，但是他没有讨论怎样得到最小上界与最大下 

界。文[93在离散函数理论中提出了一些算法来获得最小上界 

与最大下界。Xue[ 发现这些算法也可用来研究多态系统的 

水平为 d的最小上界与最大下界。 

为与其它算法进行 比较 。我们重新表述 Xue的算法如 

下：将系统 G一(Ⅳ。A)进行模块分解，例如分解成 MPs：K 。 

Kz，⋯，K．，其结构函数取 

(X)=D(sum(·)，( ，厂2，⋯，厂_))一 厶 厂J 

其中 D(·)表示系统的分解 ，sum(·)为通过 MPs的所有流。 

( ，厂2。⋯。厂一)为 X下的可行流。记 

M Ir
．

( )= {(口，l，q／2，⋯，qi )}； 

MI ( )一{( 。厂2，⋯，厂_)l厶 一i， ∈{o，1，2。⋯， 
』- 1 

L，}， =1。2。⋯ ．m}； 

PMI(i)={( l， 口 一。 口 )l( l，g』2，⋯， )∈ 

-)本项目受国防预研基金资助．孙伟平 博士后，主要研究方向为存储网络及网络性能分析等． 
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M Ix
．(厂J)， 一1，2，⋯。m} 

其中Lj—min{ Im∈K，}，口 一{ a k。E K五 j 一1。2，⋯， 
m ，i= 0，1。2，⋯ 。L 

其求系统的水平为 d的最小上界的算法为： 

Step 1。对系统进行模块分解，列出Mix．( )； 

Step 2。求 MI， ( )； 

Step 3。求 PMI( )； 

Step 4。从 PMI(d)中去掉不是最小上界的向量。 

对那些不能直接分解成模块的系统，需要额外的工作扩 

展系统 ，使其能够分解成模块，然后再使用上面的算法。 

5．2 最小路径法 

系统可靠度 

尺 —Pr{X IV(X)≥ } 

一 Pr{X IX≥X 。X 为水平为 d的最小上界} 

故只要找到系统的所有水平为 d的最小上界就可以计算出 

系统的可靠度了。文[11，12]等基于最小路径法设计算法来寻 

找系统的所有水平为 d的最小上界。他们的主要做法如下： 

设系统有 m个 MPs：K ，Kz，⋯，K ，记流向量 F一{f ， 

厂2，⋯， )，其中 为 MP K．上的当前流。MP K 的最大容 

量 L =min{M'Ia，∈K，}。F为 M(X)下的可行流，如果 

2_5 J-l{厂JIa。∈K，}≤ (z．) 

定义 (X)=max{厶 J|】厂JIF为 X下的可行流}。 

给定 d，称系统状态x为一个 d-MP，如果下列两个条件 

成立：1。 (X)≥ ；2。V Y<X， (y)< 。 

记 F一 {F一(， ，厂2，⋯， )I厶 J-l{ ∈K，}≤x 。 

且 川 =d}。文Oz]证明了： 

定理1 如果系统状态x为一个 d-MP，则j FEF，使得 

x 一厶 {厂JIa．∈K }， 一1，2。⋯，，l (1) 

V F∈F，记 由(1)式生成的 X为 X，，记 Q 一{XrIF∈ 

F}， ． 一{X∈Q IV YE ，Y≠X，Y不小于 X}。则有： 

定理2 一{d-MPs} 

由此得到算法找到系统的所有水平为d的最小上界： 

Step 1．确定系统所有的 MPs一{K ，K2，⋯， }。再由下 

列条件求 M 下的所有可行流 F： 

厶 {厂JIa．∈Kj}≤ (2) 

∑厂J d (3) 

Step 2．由上一步得到的所有 F按(1)生成 。 

Step 3．设由上一步得到的 一{X ，X。，⋯，Xq}，由比较 

法 ． ： 

3．1)J： n 

3。Z)FOR f— I TO q and I 

3。3)FOR — +1 TO g and I 

3．4)IF XJ<Xi THEN Xi is not a d—MP．J—IU“}and goto step 
3．7)． 

ELSEIF XJ≥X THEN Xj is not a d-MP．J—JU{J}． 
3。S) — J+I 
3。6) is a d—MP． 

3．7) = + 1 

3．8)END． 

文[12]有个小错误，其步骤 

3．4)IF Xj<Xi THEN Xi is not a d—MP．I—IU{i}and goto step 
3。7)。 

ELSEIF ≥X THEN Xj is not a d-MP。I=IU{J}and goto 
step 3．7)． 

显然 ，第二个“goto step 3．7)”是错误的。 
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对 serial parallel(即 K．nK，一H。V睁 )的情形，Xue[1o] 

与文[u，iz]的算法是一样的；但对 non—serial parallel的情 

形，文[1O]需先扩展系统，然后进行系统分解 ，再利用算法找 

到系统的所有的水平为 d的最小上界。而文[u。lz]的算法对 

non—serial parallel的情形同样适用，不需要任何额外的工作。 

5．5 最小割法 

还可以看到，系统可靠度 

Ra—Pr(X I (X)≥d}一1--Pr{X I (X)≤ 一1} 
一 1--Pr{X≤X IX 为水平为 一1的最大下界} 

故只要找到系统的所有水平为 d的最大下界也可以计算出 

系统的可靠度。文[13。14]等用最大流最小割定理设计算法来 

寻找系统的所有水平为 d的最大下界。 

设系统有m个MCs：K 。K2，⋯，K 。记6为n维向量，其 

第 i个分量为1，其余分量均为0。不饱和弧集 Ux一{a．Ix。< 

}。敏感弧集 Sx={a。Ia．∈Ux，V(X+ )>V(X)}。MC K 

的容量 CK．(X)一25 。∈x
．x．，c 一{XI (X)一 }， ～ 一{X 

∈ IV Y∈ 。Y不大于 X}。 

相应地，给定 d，称系统状态 X为一个 d-MC。如果 

1 V(X)一d；2。Ux— x。 

文[13]用反证法证明了： 

定理5 如果系统状态X为一个 d-MC，则至少存在一个 

MC K 一 {a r1．a rz．⋯ ，a 
．

}，使得 

x l+x 2+ ⋯ + x 一d (4) 

(zr1．x rz，⋯ ，x )≤ ( ， ，⋯ ， r) (5) 

V a 告尼 ，五一 (6) 

使(4)(5)(6)式均成立的所有 X 的集合记为 ，显然， 

；反之，若 X∈ 且 

(X)一d，ux n{K I ．(X)一d} (7) 

则 X为一个 d-MC。基于定理3。文[13]设计如下算法寻找系 

统所有的水平为d的最大下界 ： 

Step 1 确定系统所有的MCs一{K ，K2，⋯，K }。 

Step 2．由(4)(5)(6)式求 pd。 

Step 3．检查条件(7)是否满足： 
3 1)IF 3 ≠r·s·t．Cr(X)<d·THEN X is not a d-MC and goto 

step 3．4) 

3．z)J=“lCr(X)=d} 

3．3)IF 3 ai∈A＼n．∈1K,， t．zi≠ ．THEN X is not a d-MC， 
ELSE X is a d—MC． 

3．4)NEXT X∈ 

注意到条件 u n{K．ICK(X)一d}的验算 比较复杂， 

特别是当系统较大时。若记 

～ 一 {X∈ IV y∈ ，y不大于 X} 

文[14]更证明了： 

定理4 = ．～ 

这样，就可以用简单的比较法来代替文[13]算法中的验 

算： 

Step 3， 设由Step 2得到的 pd一{X ，X。，⋯，x’I}： 

3．1，)J=n 

3．2，)FOR =1 TO “and i苦I 
3．3 )FOR J= +1 TO “and J I 

3．4 )IF Xt<Xj THEN Xt is not a d-MC．I=I U{i}and goto 
step 3．7 )． 

ELSEIF Xi≥Xj THEN Xj is not a d-MC．J—JU{ }． 
3．5 )J—J+ 1 

3．6 )X is a d—MC． 

3．7 )f— +1 

3．8，)END． 

可以看到，MPs，MCs是解决这类问题的简单而有效的 

方法。但是也有其局限性，这些方 法的前提是系统的所有 

MPs，MCs已知，而求解 MPs，MCs有时候并不是件容易的 
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事 。 

5．4 其它算法 

除了上面提到的算法，还有一些论文也讨论了随机流网 

络 的可 靠 度 问题 ．例 如：Doulliez，Jamoulle【1 采 用 Ford— 

Falkerson流分析方法．将系统的状态空间分解为三种集合： 

accepted状态，unaccepted状态，unspecified状态的不相交集 

合。每个 unspecified状态用递归法继续分解，直至再也没有 

unspecified状态集了。accepted状态的不相交集合的概率可 

以直接计算出来 ，它们的和就是系统的水平为 d的可靠度。 

Fishman[2 用 Monte Carlo抽样法从有限个样本中分离 出点 

估计和区间估计。Clancy等口]则用逼近法估计系统的可靠度。 

先用 Doulliez，Jamoulle的分解方法逐层分解系统的状态空 

间直到某一指 定的水平，然后采用 Monte Carlo拟合，用 

unspecified状态的不相交集合的分布来近似系统的可靠度。 

结论 本文在随机流网络的可靠度问题的数学模型的基 

础上，着重介绍了在这个研究方向上的主要研究成果。可以看 

到．MPs，MCs是解决这类问题的简单而有效的方法，但是也 

有其局限性，如上面提到的，这些方法的前提是系统的所有 

MPs，MCs已知。而对二态网络来说，求解 MPs，MCs是 NP一 

难的。另外 ，本文提到的算法都是针对弧容量有限定的网络， 

现实世界的系统的节点也是有容量限定的，甚至会失效的。目 

前对这类问题的研究结果还非常少。文[7]提出的解决办法是 

基于概念“The failure of a node implies the failure of links 

incident from it”的，只适用于二态系统。因此可对这类问题进 

行深入的研究。 
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