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互模拟与逻辑 

沈 浩 孙永强 

(上海交通大学计算机系 上海200030) 

摘 要 本文首先讨论了模态逻辑与 算子的表达能力、博弈语义，给出一阶逻辑与 Monadic二阶逻辑的博弈形式， 

然后讨论互模 拟等价在这些逻辑表达 能力的核心作用和这些逻辑之 间的关系。 
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1 互模拟关系 

逻辑是对系统的特性进行刻画。逻辑的表达能力可以通 

过它在不同模型下的区分能力来表示。首先我们要弄清楚在 

该逻辑下，它所谓的相同的确切意忍是什么?在数学上常见的 

是同构等概念，而在逻辑中是通过引入在语义上适当的不变 

量来表示的。在一阶逻辑中是用初等等价来表示这个不变量。 

弄清楚在计算机科学中有用的模态逻辑与 演算中的不变量 

的含义可以让我们知道这些逻辑表达能力的范围。用公式表 

示这种不变性 ，其中M 是模型，S是模型中的状态，L是相应 

的逻辑 。(M，s) ( ， )当且仅当对所有语句 ∈L，M，s} 

∞M ，S } 。可以使用程序操作语义解释并刻画这种不变性 

进而可将此特征性质从经典逻辑中分离出来。对现实中的系 

统进行抽象得到的理论模型系统在计算机界使用的是传递系 

统。定义程序的操作语义一般有两个步骤，第一步对程序使用 

传递系统刻画它的运行过程，第二步根据某种观测角度定义 
一 个等价关系，具有相同程序语义的程序在一个等价类中。程 

序的语义在于等价关系而不是定义它们的传递系统，我们所 

感兴趣的特性就是在等价系统上不可区分的特性，这要求描 

述这些特性的逻辑不能区分这样的等价关系。在对系统刻画 

时哪些特性是我们感兴趣的，我们不能列出所有感兴趣的特 

性，这样就要求有一个可对照的逻辑 ，它的表达能力经过长时 

间的研究可以表达所感兴趣的特性，剩下所要做的是在这个 

考虑的逻辑与对照逻辑之间，解决它们的表达能力关系问题。 

在前面提到的等价关系中，互模拟关系是重要的关系，它是通 

过某种观测等价定义两个系统的等价，在学习CCS和 演算 

时 ，其中最重要的概念就是互模拟的概念，并在此基础上细化 

为许多种互模拟关系。这个感念要追溯到逻辑学家 Johan van 

Benthem在研究模态逻辑时使用的概念。这是互模拟概念第 
一 次出现。因为传递系统展开是一颗树结构，所以我们可以在 

标记树上定义互模拟关系。互模拟是在两棵树节点上的一个 

两元关系 R ，XS 满足下面条件 ： 

一 (n1·r 2)∈R· 

一 当( 2，52)∈R时我们有相同的标记 t1( 1)一￡2( 2)。 
一 如果 51一 1，则存在 52一 2并且( 1，5 2)∈R。 
一 如果 52--'~5 2．则存在 51--'~5 1并且( 1．5 2)∈R。 

两棵计算树当它们具有某个互模拟关系时就可以用互模 

拟等价表示 t ≈￡ 。在 Kripke模型上的互模拟关系用下面表 

示：M≈ 和在状态对(s，S，)上的互模拟(M， )≈( ，5 )。 

2 模态逻辑与 u演算 

模态逻辑公式是通过可数命题变量 P ，户z，⋯，与命题联 

系词一 ，̂ ，V，和必然操作子 (necessity operator)和可能操 

作子(possibility operator)复合而成。记 AP为原子命题集(1 

APl≤ 。)。模态逻辑的公式归纳法定义可简记如下： 

ML：：一户l-,eleA l l◇ I口 

其中PE-AP， 和 为已有定义公式，◇和口是模态词。 

结构框架 M 是(A，尺，F)：这里的 A是一个非空的状态 

集合。尺是在 A上的二元关系，表示状态之间的转移关系。F 

是函数 ：户 ，户2，⋯一Pow【A)，这里的 Pow【A)是 A的子集集 

合。这个模型也就是 Kripke结构。 

模态逻辑公式的语义解释，对 5∈A，满足关系 M} ≯，按 

照公式 ≯复杂程度定义如下： 

MI= pi当且仅当 5E F(户．) 

M}广， 当且仅当not 仁= 拳。 

} (≯V )当且仅当 } ≯或 } 。 

} (≯A )当且仅当 } ≯与 } 。 

} 口≯当且仅当 } ≯对所有满足 Rst的状态成立 。 

} ◇≯当且仅当 } ≯存在满足 Rst的一个状态使之 

成立 

如果对所有的 5∈A }，≯成立，则 M是 ≯的模型。模态 

逻辑中可能操作子与逻辑或符号都可以从别的逻辑符号导 
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出。我们也可以使用 Hennessy—Milnor形式模态词<>和[]。 

算子是在传递系统中被解释的，这里的结构框架与模 

态逻辑使用的是一样的。系统状态集合用 A或 表示。VAR 
一 {Q ．Q。，⋯}是可数关系变量集合，每个关系变量 Q∈VAR 

可以被赋予 A状态子集。 算子的公式如下： 

：：一户IQI一，I，^gI<口>，I[口]，I Q．fI垃．f 

其中，P∈AP，f和 g为已有定义公式 ．◇和口使用Hennessy— 

Milnor形式模态词， 是最小不动点，v是最大不动点。 

P∈原子命题集合 AP，则 P是公式。关系变量Q是公式。 

如果 f和 g是公式．是一f，f A g．f V g是公式。如果 f是公式．a 

∈T，则[a]f和<a>f是公式。如果 Q∈VAR和 f是公式．则 

Q．f和 vQ．f是公式(条件是 f是语法单调的，就是在 f中出 

现的Q关系变量在它之前要有偶数个一)。 

公式 f被解释为使之成立的状态集合。我们表示这样的 

状态集合[力 如下，这里 M 传递系统，e：VAR一2 是赋值 

环境。 

eEQ~-W](Q)一w。 

[户] 一{SIP∈L(s)}。 

[Q] 一e(Q)。 

[— 力 一 ＼[门 。 

[fAg] 一[力 n[g] 。 

[fVg] 一[力 U[g] 。 

[<4>，] 一{SIj t(s，f)∈a。a∈T and t∈[Jr] }。 

[[4]，] 一{S IV t(s。f)∈a and a∈T then tE[力 }。 

[wQ．门 是谓词转换 r：z 一2 的最小不动点，r(w)一 

[门 [Q—w]。 

[魍．力 是谓词转换 r：2 一2 的最大不动点，r(W)一 

[力 [Q—w]。 

最大不动点与最小不动点用循环计算。 

[ Q．．r] =U。一(False)、False— 。 

[心 门 一n．一(True)．True=S。 

模态逻辑与 算子的公式都有相应的否定范式(NNF)， 

所以只要讨论此种范式的公式就可以了。 

5 逻辑中的博弈思想 

前面逻辑的语义解释是用 Farski方法，现在给出博弈解 

释。首先根据归纳法可证明下面的定理： 

1．如果 S是模型M 与 M’之间的互模拟关系并且(s，s，) 

∈S则 ( 。 )=m( ， )。 

2．反之，若( ， )；m( ， )且 M 与 M，是有限模型，则 

模型 M 与 M，存在互模拟关系 S并且( ， )∈S。 

由互模拟关系的定义可自然看出它的博弈形式，它是在 

破坏者(spoiler或 playerI)与重复者(duplicator或 player I) 

之间的游戏。可以表述成以下游戏形式。 

有黑白二堆小卵石及 M 与 M，二个棋盘。不妨将二块板 

分别想象成 Kripke模型 M。M，各 自的外层图结构。而每个小 

卵石赋有一个局部的命题逻辑模型。白卵石上具有的局部命 

题模型种类与 Kripke模型 M 中内层命题逻辑模型种类一样 

多．且对应每一种局部命题模型的卵石有充分多的拷贝以对 

应 M 中不同状态可能有相同标记。关于黑卵石与 Kripke模 

型 M’也具有相同要求。下面是游戏操作步骤如下： 

1．破坏者先选定一种颜色，假定是白色，则从白卵石堆中 

取出某个卵石 ，将之放在板 的某个节点 上。如果 

所赋的命题逻辑模型与 &上的标记是一致的，则称 与 

匹配。这步的选择是任意的，不管是色彩还是板上节点与卵 

石 ，只要 匹配即可 。 

2．重复者在相反一侧．就是黑色，取出相应于 ．的一个 

黑卵石 E，它们所赋的命题逻辑模型是一致的，放置到板 M 

上的某个节点 s 。上。除了要求 Bt与 s 。匹配 以外，这步还希 

望满足下面的局部相似性要求： 

若 ．(&)是 ( )的后继，则 B，(S，．)也是 B 

( ， )的后继 ； 

若 ( )不是 一 (＆一 )的后继，则 E( ，．)也不是 E— 

( ， )的后继 。 

如果重复者的操作能满足上述要求，则游戏继续进行下 

去，否者游戏结束。当重复者在相应的板上找不到相应的后继 

或非后继节点，或有后继但 ．与 B不同类型，则重复者输掉 

比赛而破坏者赢得比赛。如果这种游戏可以一直无限地进行 

下去，或当破坏者在两块板上都找不到有效后继节点，而破坏 

者输掉比赛，从而重复者赢得 比赛。如果不管破坏者怎么进行 

比赛．重复者都有必胜策略的话，则按必胜策略完成这个游戏 

后，所得的卵石对的序列或集合就是 M 与 M，之间的一个互 

模拟关系。反之若 M 与 M 有互模拟关系S，则重复者可以使 

用 S作为他的必胜策略。 

· ≈ 当且仅当重复者在 G(M， )中有必胜策略。 

· ( 。 )≈( ， )当且仅当重复者在游戏 G(M， ； ， 

)中有必胜策略。 

演算是在命题模态逻辑基础上扩展不动点算子而得到 

的，所以要给出 演算的博弈形式最重要的是给出不动点算 

子的博弈形式。 

根据Tarski—Knaster定理如果函数r：2 一2 是单调函数 

则下面公式成立： 
· Q．r(Q)=n{Q：r(Q)一Q}一n{Q：r(Q) Q} 

·vQ、 (Q)一U{Q： (Q)一Q}一U{Q：Q∈三 (Q)} 

根据 Tarski—Knaster定理可得如下等式 ： 

· (M，s)}v Q 当且仅当j S TC(s)．S∈S并且对所 

有 t∈S．(M ，t)}v[s／Q]~。 

·(M。S)}v 呻 当且仅当V S TC(s)。如果对V t∈TC 

(S)．(M，t)}v[s／a]q~可推出 t∈S则S∈S。换一种说法 
·

(M，S)}v ． 当且仅当V S TC(s)。如果 S S则j t 

∈TC(s)．t S并且(M．t)}y[ ／。] 。 

根据这样的条件可以设计出相应的对于不动点的博弈规 

则。其中TC是此状态的传递闭包，另外对应于每一个不同的 

不动点采用不同的颜色。 

1．选择一个状态集合。破坏者先选择一个棋盘 ，然后 

根据此不动点算子得到相应的颜色 C．把 TC(s)的一个子集 

涂上此颜色并且 S也要在此集合中。然后轮到重复在另一个 

棋盘上采用相同的颜色，在与状态 S认为等价的状态 St上。把 

TC(s )中的一个子集涂上此颜色也要包含此状态 S，。 

2．选择状态。破坏者在重复者选择的状态集合中选择一 

个状态，而重复者在破坏者选择的状态集合中选择一个状态。 

· ：1、选择一个状态集合。破坏者先选择一个棋盘，然后 

根据此不动点算子得到相应的颜色 C，把 TC(s)的一个子集 

涂上此颜色并且 S不能在此集合中．然后轮到重复者在另一 

个棋盘上采用相同的颜色 ．在与状态 S认为等价的状态 St上． 

把 TC(s )中的一个子集涂上此颜色也不能包含状态S，。 

2．选择状态。破坏者在重复者选择的状态集合之外 TC 

(s)集合之内选择一个状态，而重复者在破坏者选择的状态集 
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合之外 TC(s )集合之内选择一个状态。 

游戏的过程构造出一个状态对序列( )，⋯，如果保持 

序对的颜色匹配，则重复者赢得比赛否则是破坏者赢得比赛， 

其它条件类似模态逻辑上的互模拟游戏。 

研究结构之间的互模拟等价用到的技巧也是博弈思想。 

当考虑模型的论域为有限时的模型论被称为有限模型论。模 

型论 中许多方法在有限论域结构时不成 立。Ehrenfeucht- 

Fra I ss6方法是幸存的方法之一。这种方法有三种形式：博弈 

形式、代数形式和逻辑形式 (对应发明人 Ehrenfeucht，Frai— 

ss6和 Hintikka)。这里讨论的是博弈形式。 

首先讨论一阶逻辑情况。结构 A，B和 m∈N．公式 A 

三 B表示结构 A和 B是 m等价(mequivalence)就是结构 A 

和 B满足相同的量词秩小于等于 m的一阶语句。 

A和 B的结构，让 P是一个映射，do(p)CA，rg(p) B， 

这里 do(p)是映射 P的定义域，rg(p)是映射 P的值域。我们 

说 P是一个从 A到 B的部分同构(partial isomorphism)，如 

果它满足下面条件：P是一个一一映射。对 r字母表中的 C常 

量： ∈do(p)和 P(f̂)= 。对 r字母表中的 n维关系R∈r 

和 a 一，a ∈do(p)，下面公式成立： 

R a1，⋯ ，a iff R P(口1)，⋯ ，p(a ) 

可以用它的图关系定义映射 P：{(a，P(a)Ia∈do(p)}。用 

pGq表示 q是 P的扩展(extension)。用 Part(A，B)表示是从 

A到 B部分同构的集合。一般来说，部分同构不能保证具有 

量词公式在映射后仍将成立，如果要保证具有量词的公式在 

映射后仍然成立就需要对它进行某种扩展。 

A和 B都是 r结构 ， ∈ ， ∈ 和 m∈N。Ehrenfeucht 

game G (A，a，B， )是由两个选手来玩的游戏，一个选手是破 

坏者(spoiler)，另一个选手是重复者(duplicator)。每个选手在 

比赛中要轮流进行 m轮比赛，破坏者在他的第i轮首先选择 
一 个结构，然后是选择这个结构中论域中的一个成员，重复者 

就要选另外一个结构和其中的一个成员。这样进行 m轮回合 

后，在 A结构中有成员 a，e ”，e ，在 B结构中有成员 ，f ， 

⋯

， ．如果ae到 是一个部分同构则是重复者赢，否则是破 

坏者赢。我们说破坏者或重复者在游戏 G (A， ，B， )有一个 

必胜策略(winning strategy)是说 ，不管对手如何选择他都可 

以赢得 比赛，这种策略就是必胜策略。 

在二阶逻辑中最重要部分是 Monadic二阶逻辑 ，其中关 

系变元是一维的。如果结构 A和 B满足相同的量词秩小于等 

于 m的 Monadic二阶句子，我们用 A一 。B表示，就像一阶 

逻辑一样可以使用 Ehrenfeucht—Fa‘I ss6博弈方法来进行刻 
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画，MSO—G (A，B)。游戏规则同一阶逻辑，但现在每一步移 

动可以选择元素或集合。在选择元素步时，处理情况同一阶逻 

辑。在选择集合步时，破坏者选择子集 P A或 Q B，重复者 

就相应选择 Q B或 P A，经过 m步后，在结构 A中元素 

a 一，a 和子集 P 一，尸|与相应在结构 B中元素 6 一，6r 

和Q 一， (m—r+s)，如果重复者在游戏中可以赢得比赛， 

则 

卜 ∈Part((A，Pl，⋯，P，)，(B，Q1，⋯．Q，)) 

下面定理成立 ： 

A； 。B当且仅当重复者赢得游戏 MSO—G (A，B)。 

4 逻辑能力的比较 

前面给出模态逻辑与 算子的博弈形式 ，然后给出经典 

的一阶逻辑与 Monadic二阶逻辑的博弈形式 ，由于模态逻辑 

与 算子保持某种互模拟特性，它的能力不能区分此种特性。 

互模拟不变性是模态逻辑与 算子的关键特征性质。互模拟 

不变性反映了模态逻辑在识别能力上有某种模糊性，这可以 

从与一阶逻辑的比较可看出。恰恰是此表现识别能力的弱化 

使模态逻辑具有比一阶逻辑更好的语义及算法方面的优 良性 

质。在二阶逻辑上 算子也保持互模拟性质，这样 算子在 

计算机科学上是非常有用的。Johan van Bnthm在研究模态 

逻辑时使用互模拟概念，他用的是 zig—zig关系。下面是他的 

重要的结论：在传递系统中互模拟不变的等价类在一阶逻辑 

可定义当且仅当它是模态逻辑可定义的。Igor Walukiweicz 

使用自动机技巧证明在传递系统中互模拟不变的等价类在 

Monadic二阶逻辑可定义当且仅当它是 算子可定义的。从 

以上结论可看出这几种逻辑的关系和互模拟在其中的核心作 

用 。 
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