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1 引言 

粗糙集理论是一种新的处理模糊和不确定性知识的数学 

工具，它在知识发现、数据挖掘及模式识别等方面取得了广泛 

的应用。 

粗糙集理论处理问题的基本出发点是对研究对象进行分 

类。它把对研究对象的分类视为对研究对象的一种认识，即知 

识。 

设有一个有限论域【，，利用有关属性，可将【，中元素进 

行分类，得到 【，的一种划分。根据集合论的思想，集合 【，的一 

种划分与 上的一个等价关系是相互唯一确定的，故 上元 

素的属性，【，的划分及 【，上的等价关系是相互对应的。在下 

面的行文中，为了方便，我们交叉使用这三个概念而不加区 

分。 

设R是有限论域 上的一个等价关系，R将 中的元素 

分成有限个等价类。对某个等价类Vx3 中的元素来说，它们 

之间是R不可分辨的。例如，设 【，是一些积木的集合，R对应 

的属性是“颜色”，Vx3 表示“红色积木”形成的等价类，则 

Vx3 中的元素关于“颜色”这个属性是无法加以分辨的。由 

此可见，R对 【，的分类体现出一种“知识”一“颜色”。 

定义1 c妇 称序对(【，，R)是一个知识库，其中【，是一有限 

论域，R是 【，上的一个等价关系。任一等价类 称为一个 

知识颗粒，也称为原子知识或初等知识。几个等价类的并集称 

为基本知识； 的任一子集x称为 的一个范畴。有时为了 

方便，也称R是【，上的知识。 

设 一{X ，X：，⋯，X 。}是1O个积木的集合，按属性“颜色” 

分类为： 

] 一{X。，X，} 红色积木 

[z2 一{X2，X．，X } 黄色积木 

。 一{X。，X 。} 黑色积木 
一 {X ，Xe，X } 蓝色积木 

这四个等价类体现了R对 【，的认识。是 R认识 【，的基本单 

位。 
●  

对【，中的某些范畴，R对其认识是明确的，如k ] 一 

{X】，X3) 【，，是初等知识“红色积木”；x】一{X】，X3，X5，X】。)一 

[X U 。 GU是基本知识“红色或黑色积木”；而对范畴 
一 { ， ， ，，蕊， ，∞。}，R如何认识它呢?显然 不是知 

识颗粒的并集，x：含着知识颗粒Ix ] 与k。] ，但仅含着知 

识颗粒Ix2 与 的一部分。由于知识颗粒是R认识 的 

最小单位，故 R对 x：的认识是不清楚的，是模糊的。Pawlak 

粗集理论对像 x：这样的范畴的认识，是利用 xz的所谓上近 

似和下近似来进行的。 

定义2[2。 设(【，，R)是一个知识库，x 【，，令 

(x)一U{[ J[ ] x) 

天(x)=U{ ] lIx3 nx≠ } 

分别称R(x)、 (X)为 X的下近似和上近似。亦称( ，R)为 

近似空间，记为apr(U，R)。 

显然 R(x)与 (x)是((厂，R)中的基本知识且 (x) x 

R(X)。若R(x)一R(X)(一X)，则 x是基本知识，也称 x 

为可定义集；若墨(x)≠R(x)，则称 X是不可定义集，也称 x 

为粗糙集。不可定义集可由其上下近似 R(x)与 (x)来界 

定。 

定义5[ 妇 近似空间apr(U，R)中，对 XGU， (x)是据 

知识 R判断必在 X中的知识颗粒的并集，称为 x的R正域， 

亦记为x ；【，一R(x)是据知识R判断必不在x中的知识 
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颗粒的并集，称为X的R负域．亦记为X～；页( )一 ( )是 

据R判断不完全在x中也不完全在x中的知识颗粒的并 

集．称为 的边界，记为Bn ( )。 

定义4 妇 (x)一X一 x称为x的下边界； (x)= 

见Y— 称为 的上边界。 

显然有， R(X)=B (X)nX，A (X)一B (X)n(U～ 

X)， ( )U△R( )一B ( )； R( )一声舒△R( )一声学R 

(X)一R(X)。 

2 正域、负域的性质 

令 D (u，R)表示近似空间apr(U，R)中的所有可定义 

集(基本知识)的集合。 

(1)V X ￡，，X ，X 由X唯一确定；反之不真，即有： 

(2)V A，B∈Def(U，R)，AnB一≠，存在x u使 X = 

A且 x 一B，但这样的 x不唯一。事实上，令 

Def(U，R)0Def(U，R) 

一 {(A，B)lA，B∈Def(U，R)，AnB一≠} 

作映射 

厂：．§ (U)—-D (U，R)ODef(U，R) 

X— (X R。X—R 

则厂是满射但不是单射，且易证： 

V ( ，B)∈Def(U，R) D ( ，R) 

厂 (A，B)一{XlA x u且V z∈u—A—B，有 ≠≠Ex-IRn 

x≠[z] } 

即u中有多个范畴x满足(x ，x )一(A，B)。 

(3)若 x y，则 X y ，x y (见文[1])；反之 

不真，即有： 

(4)对 x，y u，即使有 

X y ，X y一，也不一定有 XEY。 

(5)对 X，YEU，(Xny) 一X’卜 ny ，(Xny)一 一 

X Uy一。 

由文EI-I中结论及德摩根律易证之。 

(6)对 X，l， ，( Ul，) ’卜 UY ，( Ul，)一 一 

X ny一，见文EI-I。 

(7)(～ ) 一 一 ，(～ )一 一 ，见文[1]。 

5 知识的粗识别 

定义5 设(u，R)为一近似空间，x y。称序对 (x ， 

x )为知识R关于范畴x对论域 u的R一粗识别。 

R一粗识别以知识颗粒为认识的最小单位，明确表示出U 

中元素哪些必在 x中，哪些必不在 x中。显然，若 x"Ux 

=U，则 x是可定义集，u中所有元素与 x的关系可R由完 

全识别；若 x Ux ≠u，则 鼠 (x)≠≠，说明u中有元素 

不能被知识R依知识颗粒识别是否在 x中。 

在近似空间apr(U，R)中，知识 R对论域 u的认识程度 

取决于它对U的分类能力。等价关系R(或理解为属性集)将 

￡，划分得越细，则每一等价类中的元素越少，其所具有的属性 

越多，从而说明R对 的认识越深刻。下面给出刻画知识 R 

对u的识别能力的几个概念。 

定义6 设( ，R)为一近似空间，XEU。称 Drec+~( )= 
lv+置I ly一置l 

为知识 R对 x的正识别度；称Drec~(x)一 为 
J／ J i ‘‘ i 

lv +R I IV — R l 

知识 R对x的负识别度；称Drec (x)一 为知识 

R关于范畴 对 的 R一识别度。 

定义7 若近似空间(u，R)中的范畴 x。满足： ≠x。≠ 

u，且V ∈U， n 。≠≠，且 (!=X 坝I称 。为R一泛 

范畴。 

例如，设 是 上的任一个等价关系．其任意等价类的 

基数大于1。我们从其每一等价类中仅取一部分而不是全部元 

素，构成一个集合 ，则 即是一个泛范畴。显然，若近似空 

间(u，R)中存在泛范畴，则它不存在单元素知识颗粒。 

定理1 设(u，R)为一近似空间，x u，则有： 

(1)0≤Drec+~(X)≤1，0≤Drec~(X)≤1，0≤DrecR(X)≤ 

1。 

(2)Drec+~(z)一 1舒 Drec~(X)一 1甘 DrecR(X)=1甘 X∈ 

Def(U，R)。 

(3)Dred (X)一0铮V z∈U，Fx'lR X；Drec~(X)一0铮 

V z∈U，Ex-IRnx≠~；DrecR(x)一Oe~Drec+(x)一Drec (x) 

=0甘X是泛范畴。 

证：(1)由X X及 X一 U—X易证。 

(2)Drec+~(X)一1舒 = ∈D 厂( ，R)e U 

X一 =Ul=~DrecE(X)一l~=~DrecR(X)= 1 

(3)①D， (x)=0学 一声茸V z∈U，[z (z=X 

~Drec~(x)一0甘x一 一妇 V z∈U，Ex-IRnX≠≠ 

③Drec~(x)一0甘X U 一 一≯e =≯且 X一 一归  

Dred(X)一oR Drec~(x)=0∞x是泛范畴(由①②)。 

Dred(x)表示 x中那些由R依知识颗粒识别也必在 X 

中的元素所占的比例；Drec~(x)表示 u中由R依知识颗粒 

识别必不在 x中的元素在 u—x中所占的比例；Drec (x)表 

示 u中由R依知识颗粒识别能够精确识别是否在 X中的元 

素在 u中所占的比例。一般地，这三种识别度既与 R有关又 

与 x有关。下面考虑几种特殊情况，识别度仅与一个因素有 

关。 、 

(1)对 上恒等关系而，V ，Dre~~( )=Drec~,, 

(x)一Drec~u(x)一1。事实上，对 Ⅳ，u上每一元素即为一知 

识颗粒，而对 的认识最清楚，从而它对任意范畴的识别度 

为1。 

(2)对 U上论域关系R=U~U，V X≠U，有Drec+c，( ) 

=DrecExⅣ Drecu×Ⅳ(X)一0。事实上，U上只有一个关于知识 

U×U的知识颗粒，U上元素在 U×U之下不可分辨，从而得 

不到 u的任何知识，故 u×u关于任意范畴 X(X≠u)识别 

度为0。 

定义8 设U为一论域，u上元素的两个属性集 P 、Pz诱 

导的不可分辨关系分别为 R z、Rz，即R。一IndP。，Rz=IndPz。 

若 Rz R ，则称知识 Rz是知识 R z的加深。 

若 R：是R。的加深，则 R：关于u的划分U／R：是 R 关于u 

的划分 U／R。的加细，即u关于R 的等价类是 u关于 R：的等 

价类的并；换言之，u关于 R：的等价类必包含在 u关于 R。的 

等价类中，从而 R：的知识颗粒比R。的知识颗粒小，因此具有 

较多的属性，可 以认为 Rz对 u的认识比R-深刻。由上面分 

析 ，知识 乃是任何一个知识 的加深，任何一个知识 是 

×U的加深。 

定理2 设 【，为有限论域， 与 是 【，上的两个知识， 

且 Rz是 R。的加深，则V x u，有 

(1)X+ 1 5三X+ 2，X一 1l三X一 ； 

(2)DrecL(x)≤Drec~(x)，DrecL(x)≤DrecL(x)， 

Drec~
．(X)≤DrecR。(X)。 

证：(1)因尺：是R 的加深，故Rz R 。对任意[z]是̂，V yE 

Fx'l ，则yR2z，( ，z>∈R2 R。，所以Y∈Ex-I 。从而证得V 

∈U， ]̂  ，。 
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V z∈X 1一c，{[“] l[“] }，j Uo使[“。] 且z 

∈[“。] ，从而[z3 一[“。] ，[z3 ， [Z3 ，z∈Ẍ z。 

由z∈X"1的任意性，证得X 1 2。 

V ∈X一 1一U([ ] l[ ] n 一≠}，j Uo使 ∈[u。] 

且[％ n =≠。又[ 一[ ，故 n 一≯，[ ，n 

[ ]R'nx一≯，[ ] nx一 ，即 ∈X一 z。由 ∈X一 1的任 

意性知X 1 一2。 

(2)由(1)及定义6易得。 

4 知识的多重粗识别 

实际生活中，不同的人对同一事物往往有不同的认识，不 

管是根据相同的属性还是不同的属性来判断。设有 n个不同 

的专家。他们对论域c，的知识分别为R 。R：，⋯，R_。现要请这 

位专家对 上的范畴 进行粗识别，有以下两个方法： 

(1)n个专家首先经过磋商，后达成共识，得到知识 n足， 

利用知识n R对x进行识别。这个方法类似于医疗中的专家 

会诊。 

(2)n个专家先各自对x进行粗识别，分别得到 x的粗 

识别(x 1，X 1)，(X 2，X z)，⋯，(x R，X～一，然后再取 

共识，得到(nXw ，nX—Ri)作为他们对 x的粗识别。这个方 

法类似于体操比赛中的打分法。 

这两个方法的效果显然不同。下面给出相应的概念及每 

个专家在团体中的作用之评判。 

定义9 设 为有限论域，尺 ，尼 ，⋯，见 为 上的 个 

不同的等价关系(知识)。 

称(nX Ri，nX—Ri)为 R ，R2，⋯，R 关于 x的n重共同 

识别；称(x ， ，x— 1Ri)为 R】，R：，⋯，R_关于 x的 n重共 

商识别。 

I nX Ri I 
称 Dc，． ．R2，⋯．R)( )一 为Rz rRz，⋯，R一关于 

I nX—Ri I 

的共同正识别度；称 。，R2．．．-， ，( )一-千{ 为Rz，Rz， 
⋯，R_关于 X 的共同 负识 别度；称 Dcr<~。， ：，⋯， )(x)一 

InX Ri)U(nX一 )I 

——_T f=L 为al Rz，⋯·R一关于X的共同识别 
度。 

称D，1吨 为R1 一'R_关于x 

的共商正识别度；称 D ， 。 ． (x)一 为R。，R：。 

⋯，R 关于 X 的共商负识别度；称 D r(R。， ：．---， ． (x)一 

墨 为Rl
，R：，⋯，R．关于 x的共商识别度。 

定理5 设 c，为有限论域，R。、R：为 c，上的等价关系。 

V X c，，有 

(1)X+ 1 UX+ 2 三X+‘ ln 2 

(2) 一 1 Ux一 一‘R1n ’ 

(3)DrecJ~(x)+D c之(x)≤D c志nR (x) 

Dreci~( )+D ( )≤D 晡nR，( ) 

Drec,1(X)+Dreca2(X)~Drec,lnR2(X) 

证：由定理2的结论易证。 

可见，R nR：的识别度大于R 与R：的识别度之和。由定 

理3结论之(1)(2)易证下面定理 

定理4 设 R ，R：，⋯，R 为 上的一个知识，则有 

(1)Dcr+1，R2，一， )( )≤ r l，R2，⋯，R )( ) 

(2)Dcr~1， 2，⋯， '( )≤ r ，̂2一 ，( ) 

(3)Dc (R1，R2一R )(X)≤D r(R1，R2，⋯，R．)( ) 

在 n重识别中，每个专家的识别相对于团体的共同识别 

与共商识别是有偏差的，为了评判个体对团体的可信程度，引 

入以下概念。 

I nX ，I 

定义10 称Dcrel+!(x)一 支干i丁，Dcrel~i(x)一 

InX—RiI 

支 1__分别为知识足相对于(R ·Rz，⋯，R̂)关于X的共 
同识别正可信度、共同识别负可信度。 

称D 瞄(x)一-J 
，为知识R。相对于(R ，R：，⋯， 

IX l ，I 

R．)关于x的共商识别正可信度； 

称Dnre坛(x)一-_j 为知识足相对于(R
。，R：，⋯ ， 

I X一 

R．)关于x的共商识别负可信度。 

(1)对共商识别，若 R 一nR，，则 

V x ，Dnre弦。( ) 峨  ( )一1； 

反之不真，见下例2④。 

(2)在共同识别中，有以下两个极端情况： 

①n个专家的知识虽略有不同，但没有重大差别。此时利 

用他们的共同识别来识别范畴x，得到的结果较为可信，每个 

R的可信度较高； 

②n个专家的知识差别较大，此时共同识别度较小，每个 

专家的可信度亦小。 

例：设 U一{xl，x2，⋯，xlo}，X一{xl，x2，x3，x‘，x6，x7， 

x。)，专家1、2、3对U的分类分别为： 

c，IRl一{{xl，x3}，{z2，x‘}，{x5}，{z6}，{x7，x9}，{z8， 

xlo}} 

c，IR2一({xl，x3}，{x2，x‘}，{x5，x6}，{x7，x9}，{x8}， 

{xlo}} 

c，I R3一({xl，x3}，{x2，x‘}，{x5}，{x6}，{x7，xlo}，{ 8}， 

{x }} 

从而 

①x l一{xl，x2，x3，z‘，x6，x7，x9}，x l一{x5，x8，xlo} 

DrecL(x)=Drec~,(x)=Dreca．(x)一1。 

②x 2一{zl，x2，x3，z‘，x7，x9}，x一 2={z8，zIo}，mrec~ 

( )一号，Drec )=号，Dreca, )一 8一了4。 
③x+ =(x1，x2，x3，z‘，z6，z9}，x一 一{z5，zlo}，D，Pc屯 

(x)=-拿-，Drec亏(x)一号，Drecaa(x)一 8=i4。 
可见，三者中R。对 x的识别度最高，R：、R，对 x的识别 

度相等。 

④c，I nR=({xl，x3}，{x2， }，{x5}，{x6}，{x7}，{；175}， 

{z9}，xlo}}，x一． l 一{zs，z8，Xl0}，x+， l置-={zl，z2，z3，z‘， 

ze，z ，z9}，Dnr lR： )(x)一号 1，D r l ：且3)(x 号一1， 
Dnr( 3)(x)一 10

— 1，Dn 嚏(x)一丁7—1，Dnrel~(X)= 
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33=1，Dn (x)一— 6
，Dnrel~

l

(X)=2
，
D rel+

3(X)一号t 
o 

Dnrel~3(X) 寺。 
可见，相对于 X，R 的共商可信度最高，Rz、R。的共商可 

信度相等。 

⑤  ̂+Ri一《z ，z。，z ，z。，z }，̂ 一 ：{z。。)， 
i一 1 im 1 

Dcr (x)=号，Dcr 3)(x)一了1，DcT(R1RZ~3)(x) 斋 
一 号，Dc 使(x)一号，Dc (x)一了1，Dc 健(x)=一言．， 

Dcrel~z(X)= ，Dc 屯(x)一一暑_，Dc 己(x)一 1。 
可见，R 的共同识别正可信度较高而负可信度较低，Rz、 

R。关于x的共同识别可信度相同。 

另外，由④⑤可见．共商识别度比共同识别度高。 

5 知识的再挖掘 

设R 、R：是论域 上的两个等价关系。由定理3，V 

U，有 X 1n 2： X 1，X一 1n 2： X一 1。 

定义11 令 x“R2 ’一x R2一x 。称之为知识 R2 

相对于知识 Rl对 X的正再挖掘；称 X 2 ’=X l z— 

X 1为知识R。相对于知识R 对 X的负再挖掘。 

正再挖掘事实上是在 x的R 下边界 ，(x)中利用 R 

nR：的知识颗粒再来识别属于 X的元素，负再挖掘事实上是 

在x的 上边界 ，( )中利用 品n飓的知识颗粒再来识 

别不属于 X的元素。 

定理5 V X6Def(U，R1)，X“R2 1’一X R2 1 一0 

证：因 X6Def(U，R1)，故X 1一X。又 X l 三X“ ln R2 

x，故 x ln R2=X，夏 (x)一X。从而 x R2一 1’=0， 

X--(~2一 1’=X一 1n 2一X一 1一(U—R1 nR2(X))一(U—R1 

(X))一0。 

由此可见，讨论知识 Rz对 R 的再挖掘，仅限于对 R 一粗 

集。 

定义12 设 R 、R：为论域u上的知识，若 R nRznX× 

X—h，则称知识 Rl与 R：关于 X互补；若 R nRz= ，则称 

知识R 与Rz互补。 

定理6 知识R2与R。互补甘V x x，X z ’达到最大 

值x—x l甘V x u，X-(R2 1 达到最大值u—x—x l。 

证：①先证知识 R：与R 互补甘V x u，X“ z ·’达到最 

大值x—x 。 

必要性：若R 与 R：互补，则 R nRz一 ，此时 U的任意 

子集 R nR2是可定义集，从而 X+‘ 2’一X，X 2 l 达到 

最大值 x—x¨ 。 

充分性：若V x u，X z 达到最大值 x—x ，则 

X“ z’=X。可证 U／R nR：的每个等价类基数全为1。(否 

则，存在基数大于1的等价类 ]R1n R’。从每个等价类中仅取 
一 个元素组成 的真子集 y。对于 ]R1 n R’，由y的构造显然 

[z lnR2ny≠声，且[z]R NR2 y，即[z]RlNR2 R NR2(y)一 

，从而 y牲 n 2≠Y，矛盾。) 

V(z，j，>∈R nR2，则y6[z]R】n 。由于l[z]R】NRz I=1， 

故必有z—y，由此证得 R nRz= 。 

②x ‘ 2 1’达到最大值 x—x¨1甘x l 2一x甘X∈ 

D ，Rl nR2)甘x l 2=U--XC~X-(R2 1 达到最大值u 

— X— X一 1。 

由①②定理得证。 

定义15 若 X )一 ，则称 为相对于 R·对 X的平 

凡正挖掘；若 X R2 )一声，则称Rz为相对于 R 对 X的平凡 

负挖掘。 

若V X U，R。相对于R 对 X是平凡挖掘，则称Rz是相 

对于 R。的平凡挖掘。 

定义 14 设 R 、Rz为 U 上 的两个 知识，x ut称 

D畦 ( 为Rz相对于Rl对X的正挖 

掘度；称 。 ( 为 Rz相对于Rl对 

X的负挖掘度。 

定理7 设 、忌为 上的两个知识，则有： 

(1)V X∈ (U)一D (U，R )，0≤DMt,一R，(X)≤1，O≤ 

DM％一 )≤1， 

(2)D憾 一R，(x)一1乍》DM —R (x)一1乍》R1 nR2n(xX 

(U—X))= 

证 ：(1)因 X 1 X 1 X，X一 l X一 l ,~U--X， 

u—X—x 一 ，(x)，故不等式成立。 

(2)贼 一R，(x)=1甘 】 。=Xc=~X∈Def(U，R1 n 

Rz)乍》X--(Rl z =U—X乍》D 
— R (X)一1 

下面仅需证： 

DM走一R1(X)一1甘Rl nR2n(xx(U—X))一声 

必要性：若 OUt,一R1(X)一1，则 X+置 2一X，X∈ 厂 

(U，R nRz)。 

假设 RlnR2n(xX(u—x))≠声，则存在(z，j，>∈R n 

R n(x X( —x))，从而 xR n Rzy，z∈X且 y X，故 

[z]R nR2 x， nR2 x z，但 ]R】n R2有 x 中的元素 

z，故 ，NRz n (x)≠声，与 X6Def(u，R nRz)矛盾。 

充分性：假设D崛 一R1(x)≠1，则X z≠x，X Def 

(u，R nR2)，从而 B．a nR2(x)≠声，即存在 ]RlnR2， ]R nR2 

n R'(x)。故存在y、=∈k]R1 NRz但Y6X，= x，可见： 

(j，，=)∈RlnR2n(xx(U—X))，与条件 RlnR2n(xx 

( — ))一≯矛盾。由此证得燃 一 ，( )一1。 

结束语 本文利用知识颗粒及正域、负域的概念，在 

Pawlak近似空间(u，R)中对论域 u中的对象与u中范畴x 

的关系进行粗识别，对不可分辨关系 R对范畴x的粗识别能 

力进行了量化，给出了相应的度量评判标准，并进一步提出了 

知识的多重粗识别及知识再挖掘的概念，对多个不可分辨关 

系对论域的共同作用进行了讨论。这些工作将有助于论域上 

知识的发现与挖掘。 
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