
计算机科学2004Voi．31N~_．11 

找钱问题的动态规划解法 

贾 驰 王相海 

(辽宁师范大学计算机与信息技术学院 大连116029) 

(北京大学视觉与听觉信息处理国家重点实验室 北京100871) 

摘 要 动态规划算法对许多实际问题是灵活和有效的。本文首先对一类找钱问题进行了分析和讨论，然后给出了谊 

问题的一种动态规划解法，最后对所给算法的复杂性进行 了分析 。实验结果验证 了所提 出算法的有效性。 
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The Dynamic Programming Algorithm of the Change Problem 
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Abstract The dynamic programming algorithm is a flexible and high—efficient method tO many problems．In this pa— 

per，a kind of change problem is brought up firstly．And then a novel algorithm for this problem based on dynamic 

programming is proposed．Finally，the complexity of the proposed algorithm is analyzed．Simulation results show it is 

effective． 
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1 引言 

动态规划算法作为一种重要的算法设计策略为具有最优 

子结构性质的实际问题提供了一种重要的解决同题的途 

径[I]。该策略最早由Bellman等人提出乜]，它利用最优性原理 

和所获得的递推关系去求解最优决策序列，从而使同题的计 

算量急剧下降。利用动态规划策略求解的问题通常可能会有 

许多可行解，每一个解都对应于一个值，动态规划求解过程希 

望获得具有最优值的那个解[3]。几年来，人们在这一领域进行 

了积极的研究，给出了很多具有重叠子问题特性问题的动态 

规划解法，具体情况可参见文[4，5]。 

在现实生活的商品交易中经常涉及到找钱问题，如何设 

计一个高效的找钱算法对于自动控制，特别是经济领域机器 

人的发展具有重要意义。本文首先对找钱问题进行了说明，并 

对该问题采用贪心策略所存在的同题进行了分析，进而对该 

问题的最优子结构性质进行了证明，在此基础上给出了该问 

题的递归结构，同时实现了其动态规划算法。最后对所提出算 

法的复杂度进行了分析和讨论。 

2 问题的提出 

设有 ，t种不同面值的硬币，各硬币的面值存于数组 T[1： 

，t]。现要用这些面值的硬币来找钱，可以使用的各种面值的硬 

币个数不限。问题：对于任意需要找的钱数 ，确定所使用的 

最少硬币个数以及具体的找钱方案． 

5 找钱问题的贪心解法分析 

对于找钱问题人们很容易想到贪·C-算法，比如假设有六 

种面额分别为50元、20元、10元、5元、2元和1元的货币，现在要 

找给某顾客86元钱，这时我们会不加思索地拿出一个50元，个 

20元，一个10元，一个5元和一个1元的货币交给顾客，此时采 

用这种方法所拿出的货币个数是最少的，这种方法即为贪心 

算法。贪心算法总是作出在当前看来是最好的选择，其特点简 

单，因而人们比较喜欢采用。但由于该策略不是从整体最优考 

虑问题，因而它所做出的选择只是在某种意义上的局部最优 

选择。比如在上面所举的例子中，如果所给的找钱面值改为1 

元、5元和ll元三种，而要找给顾客的是15元钱，则按照上述贪 

心算法，找给顾客的面额为：一个11元和四个1元钱，然而找三 

个5元显然是最好的找法．贪心算法对诸如找钱等同题有时不 

能得到整体最优解。 

找钱问题的动态规划解法 

4．1 符号约定 

(1)设存于数组 T[1：，t]中的 ，t个不同的面值呈递增顺 

序，找出的钱数 满足1≤ ≤ ； 

(2)C(，t， )表示利用 ，t种不同面值的硬币找出钱数为 

时所用的最少硬币个数，若找不出钱数 ．，，则约定 C(，t， )= 
∞ ： 

(3)P( ， )(1≤ ≤，1)表示按照上述最优值(即C(，l， ))进 

行找钱所需要的各硬币的个数，即P(i， )表示当找钱数为 

时，用到货币面值为i的硬币的个数．若P(i， )一0，则表示没 

用到面值为i的硬币。 

4．2 问题的最优子结构性质 

结论：对于任意需要找的钱数 ，一个利用T[1：，t]中的，t 

个不同的面值货币进行找钱的最佳方案为：P(T(1)， )，P(T 

(2)， )，⋯，P( (，1)， )，即此时的最少硬 币个数 C(，l， ) 

为2
。

-

．

,P( )， )，则 P( (2)， )，⋯，P(丁(，1)， )一定是利用 
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T[1：n]中的n个不同的面值硬币对钱数 J =j--P(T(1)， ) 

ZT(1)进行找钱的最佳方案。 

证明：假设P(丁(2)， )，⋯，P(丁(n)， )不是最佳方案，不 

妨假设 P，(丁(1)，j=，)，⋯，P，(丁(n)， ，)利用Tl-1：n]中的n个 

不同面值的硬币对钱数 进行找钱的最佳方案，其中 P『(丁 

(五)， ，)(五一1，2，⋯，n)表示新方案中对 ，找钱时所用到的 丁 

(五)的个数，从而有 

P(丁(五)， )> 厶 P (丁(五)，J ) 
署̂ Z 一̂ l 

进一步有：厶 P(T(h)， )>P(丁(1)， )+厶 P (丁(五)， _、 -、 
^l l ●一 l 

J ) 

从而有： 

P(T(1)， )+厶 P (丁(五)，J )一P(丁(1)， )+P (丁(1)， 

，)+ P『(丁( ，) 
一̂ 2 

且 ：．，一丁(1)×(P(丁(1)，．，)+P (丁(1)，．， ))+ P (丁 

(五)，J )XT(k) 

故：P(丁(1)， )+P (丁(1)，J )，P (丁(2)，J )，⋯，P『(丁 

(n)，J，)也是利用 T[1：n]中的 n个不同的面值货币对 J进行 

找钱的一个方案，并且其较方案 P(丁(1)， )，P(丁(2)，．，)，⋯， 

P(丁(n)， )更加优秀，这与P(T(1)， )，P(丁(2)， )，⋯，P(丁 

(n)， )为最佳方案矛盾。从而上述找钱问题具有最优子结构 

性质。 

4．5 问题的递归结构 

以下分几种情况讨论： 

(1)当n一1时，即只能用一种硬币找钱，硬币的面值为 丁 

[1]，此时有： 

c { 口 嚣 
)一 ’ 蚺  口卜 。。； 

(2)当 n>1时 ， 

① 若 J— TEn3，即用n种硬币找钱，且第n种硬币面值 

与找的钱数J相等，此时有： 

C(n，．，)一C(n，T[，1])一1；P(i，J)=P(i，T[n])一 

f i，i一一丁 ]； I 
o， ≠丁 ] 

② 若 <丁 ]，即第 n种硬币面值比所找钱数大，故找 

钱所使用的硬币只需考虑 T[1：n—lll~p可，故此时有： 

c(n，．，)=c(n—I，．，)；P(丁 ]，．，)一O。 

③ 若 >丁 ]，即第 种硬币面值比所找的钱数少，故 n 

种硬币都可以用来找钱，此时有： 

c(n， )一
。 

c(n，J—T[k-])-F1 

若当h为 ho(1≤五。≤n)时，c(n， )达到最小值，则有： 

P(T[k。]，．，)一P(丁[K。]，．，一丁 。])+I 

4．4 算法的实现 

设数组T[1：n]中存放的是 n个呈递增顺序的不同面值， 

所要找的钱数．，满足1≤ ≤L，其中L是由用户输入的；数组 

C ]表示利用T[1：n]找钱数为J时所用的最少硬币个数，即 

最优值；P[ ][力(1≤ ≤n，1≤．，≤L)表示按照上述最优值找 

钱J时用到货币面值为i的硬币的个数，即最优解。按照上述 

递归公式所给出的递推算法如下： 

#define mrmx 10000／／rnlTlax表示无穷大 
void coin(int Tl l，int L，int n) 
／／利用一个面值为T[1：n]的硬币，对钱数1～L进行 
／／找钱，输出其最佳找钱方案和所需要的硬币个数 

int C[100"]，P[100][100"]；／／假设 n和L均不超过100 
int i，j，k，aa，bb，minb，flag； 

／／minb用来统计所用硬币个数 
for(j=1；j<=L；j++) 

{ 
if(n> 1) 

{ 
k=n；flag=0； 

while(k> 1 8＆ flag= 一0) 

(flag=0； 

if(j==T[k]) 
‘c
co u t nj：： <<j<< kt <<cD]； << j= <<j<< <<C LjJ； 
flag= 1； 

for(i=1：i< =n；i++ ) 

{PEi]Ej]=O； 
P

co ut<< T[ <<i<< ]： <<P[i][j]； ＼t T <<i<< ]= <<P[i][j]； 
} 

} 

else if(j<T[k])k--一； 

{rninb=C[j--T[k]； 
aa=j--T[k]； 
bb=k； 

for(i= 1；i<k；i+ +) 

if(minb>CEj--T[k--i]]) 
{minb=C[j—T[k—i]]； 
aa=j—T[k—i]； 
bb= k— i： 

} 

C[j]
<

=

<

mi nb+

j=

1 ；

cout n <<j<< ＼t <<CD]； << j= <<j<< ＼t << LjJ； 
flag= 1； 

for(i= 1：i< =n；i+ +) 

{if(C[j]>一10000)P[i][j]一0 

{P[i][j]=P[i][aa]； 
PEbb]Ej]=PEbb][aa]+1； 
} 

cout<< ＼tT[ <<i<< ]= <<P[i][j]； 
} 

} 
} 
if(j％T[1]!=O~y-flag==0) 
(C[j]=mmax；／／找不开 
cout<< ＼nj=”<<j<< ＼t”<<CD]； 
for(i=1；i< =n；i++ ) 

cou

埘
t<< T[ <<i<< ]： <<PEi]Ej]； ＼t T <<i<< ]= 

} 

} 

{c[ 一j／T[1]； 
cout<< ＼nj一 <<j<< ＼t”<<CD] 
vE1]Ej]=j／T[1]； 
cout<< ＼t T[1]一 <<P[1]D]； 
for(i=2；i< =n；i++) 

{P[i][j]一0； 
cout<<"＼t T <<i<< ]一 <<P[i][j]) 
} 

} 
} 

else 

{if(j T[1]!=0)C[j]=mmax； 
else C[j]：jlT[I]； 

cout<<"kni=-<<j<< ＼t <<C[门； 
P[1]D]=j／T[1]； 
Cout<< ＼t T[1]= <<PE1]Ej]； 
} 

} 
} 

4．5 算法的实验结果 

我们利用如下主调函数对所设计的算法进行了实验。 

main() 

(int L，n，T[100]； 
inti，j； 
cout<< ＼nPlease input n，L： ： 
cin> >n>>L： 

cout<< Please input T[1： <<n<<一]：一) 
for(i=1；i< =n；i+ +) 

cin>>T[i]； 
coin(t，L，n)； 

cout< < endl： 
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运行结果如下 

Please input n’L：520 

Please input TEl：5]：3 6 8 9 13 
j=1 10000 TE1]：0 T[2]一O TE33：0 T[4]一O T[53：0 

j一2 1000 T[1]一O T[2]一O T[3]一O T[43一O T[5]一O 

j一3 1 T[1]一1 T[2]一O T[3]一O T[4]一O T[5]一O 

j一4 10000 T[1]：O T[2]一O T[3]一O T[43一O T[5]一O 

j=s 10000 T[1]一O T[2]一O T[3]一O T[43----0 T[5]一O 

j一6 1 T[1]一O T[2]一1 T[3]一O T[4]一O T[5]一O 

j一7 10001 T[1]一O T[23一O T[3]一O T[43一O T[5]一O 

j一8 1 T[1]一O T[2]一O T[3]一1 T[43一O T[5]一O 

j一9 1 T[1]一O T[2]一O T[3]一O T[43—1 T[5]一O 

j一10 10001 T[1]一O T[2]一O T[3]一O T[43一O T[5]一O 

j一11 2 T[1]一1 T[2]一O T[3]一1 T[43一O T[5]一O 

j一12 2 T[1]一1 T[2]一O T[3]一O T[43—1 T[5]一O 

j一13 1 T[1]一O T[2]一O T[3]一O T[43一O T[5]一1 

j一14 2 T[1]一O T[2]一1 T[3]一1 T[43一O T[5]一O 

j一15 2 T[1]一O T[2]=1 T[3]一O T[43—1 T[5]一O 

j一16 2 T[1]一1 T[2]一O T[3]一O T[43一O T[5]一1 

j一17 2 T[1]=O T[2]一O T[3]=1 T[4]一1 T[5]一O 

j一18 2 T[1]一O T[2]一O T[3]一O T[43—2 T[5]一O 
j一19 2 T[1]一O T[2]一1 T[3]一O T[43=O T[5]一1 

j=20 3 T[1]一1 T[2]一O T[3]一1 T[43—1 T[5]一O 

4．6 算法复杂性分析 

(1)时间复杂性： 

由前面算法可知，在计算最优值c( )时，有两次循环for 

( 一1； <一 ； ++)和 while(志>l~dlag：一O)，若每次都 

执行循环体里面的for( 一1；i<k；i++)，即算法的最坏时 

间复杂度为O(L×，2。)；若不执行循环体里面的 for( 一1； < 

k； ++)，即算法的最好时间复杂度为O(L×n)。 

在计算最优解 P(i， )时，由于打印出来的是一二维数 

组，所以多了一层循环，因而最好情况下的时间复杂度为 0 

( ×n。)，而最坏情况下的时间复杂度为O(L×n。)。 

(2)空间复杂性： 

过程coin中，计算c( )时使用了一个长度为 的数组和 

若干个简单变量作为临时存储单元，故空间复杂性为 O( ) 

+O(1)，即为 O( )。同理计算 P(i， )时，用了一个二维数组 

P ] ]和如果简单变量作为临时存储单元，故此时的空间 

复杂度是O( ×，2)。 

结束语 本文通过理论上的分析，说明了贪心算法在解 

决找钱问题上的不足，并进一步证明了该问题可用动态规划 

求解的最优子结构性质，在此基础上给出了问题最优值和最 

优解的递归关系以及问题求解的具体算法，最后对算法的时 

间和空间复杂性进行了分析和讨论，算法的复杂度是比较令 

人满意的。实验结果验证了方法的有效性。 
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(上接 第186页) 

由于这里能够系统地进行设计，就必须重点考虑以下几 

个问题 ： 

I)在资源库中建立跨学科的知识描述机制。基于传统的 

资源库，常见的协作学习只是对应于某一领域知识的协作学 

习，系统的知识框架也是针对某一特定学科的。这就大量失去 

参加学习的角色(教师、学习者、泛化的角色)的个性，使协作 

流于形式化、作品化。其主要原因之一，是由于系统在设计时 

没有一个跨学科的知识描述机制。 

教育资源 (̂Oracle数据库)————'．xML文档 

教育资源B(SOL Server2000)——— XML文档 

教育资源C(Access)—————— xML文档 

二 领域数据库 服务平台 客户端 
— —  

资源信息标准化 

2)建立协同对象互操作语义视图。为了使协作学习具有 

个性化、避免形式化和作品化，还应在协同学习环境里，建立 

协同对象互操作语义视图。这是因为协作学习的角色可能分 

布在不同地方甚至是不同国家，他们所用的物理环境也可能 

是异构的。因此，这些对象之间就存在着语义差别，使得对象 

之间的互操作变得困难。目前的研究大都是对多信息源采用 

统一的对象描述及视图来处理协作对象的互操作问题。在此 

基础上，建立互操作语义视图，可能是效率更高的思路。 

3)建立可以基于协同学习目标而进行资源重组的资源重 

组机制。这是有效利用现有资源、使协同学习真正实用的主要 

途径，也是建立跨学科的知识描述机制和建立协同对象互操 

作语义视图的目的。 

结束语 以上讨论了基于资源的计算机支持的协作式学 

习CSCLBR的描述、结构和实现思路 ，并简要介绍了我们的 
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图2 

部分工作。CSCLBR是一种新的探索，特别是资源重组和寻求 

合适的CSCL模式更是今后必须面对的挑战。有关文献已经 

从“网格”、“主体”、“本体”、“对等网”⋯⋯和学习理论等方面 

开展研究，这将有力推动CSCLBR的研究和实际应用。 
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