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摘 要 在随机系统中，许多参数都服从正态分布。文章在泛逻辑N 范数和广义自相关性概念的基础上，研完了正态 

分布参量的广义 自相关性 ，给 出了正态分布参量的N 范数、N 性生成元，建立 了分布函数 F( )与广 义自相关性 系数 

之 间的重要 关系式，通过实例说明 了 值的求解过程 ，这有助于加速泛逻辑在不确定性推理 中的应用。 
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1 引言 

在复杂系统中，许多参数都是受不确定性因素影响的随 

机变量。大量实际经验与理论证明，许多随机变量的概率密度 

都服从或近似服从正态分布 X~N(o，o。)。如测量误差 、产品 

的强度、半导体器件中的热噪声电压和电流、材料的疲劳应力 

等，都相当准确地服从这种“中间大，两头小”的正态分布[】 ]。 

这些量的共同特征是它们都可以看成是许多微小的、不确定 

性的随机因素作用的总体效果，因此在一定程度上，正态分布 

这个模型包含了对不确定性误差的描述。 

泛逻辑学是专门研究不确定性推理的逻辑。泛逻辑学中 

反映不确定性的重要概念是广义自相关性[3 ]，在推理过程中 

用系数 来体现。文[5，6]论述了不确定性中的泛逻辑推理， 

文[7]给出了复杂系统的相关性推理模型，文[8]讨论了广义 

三角范数与不确定性推理间的关系。 

本文从随机变量的分布函数出发，在泛逻辑 Ⅳ范数概念 

的基础上，研究了概率密度为正态分布的随机变量的泛非运 

算性质，这包括求解与分析其 Ⅳ范数、Ⅳ性生成元、以及广义 

自相关性系数 。文中范例以工程实际问题为主，这有利于拓 

展泛逻辑学的应用领域。 

2 预备概念 

这里主要给出广义自相关性系数 、N范数、Ⅳ性生成元 

的概念，文中涉及的其它概念可参阅文[3]。 

2．1 广义自相关性系数k 

定义 1 在泛逻辑研究中发现，由于种种人类无法控制 

的不确定性因素，会引起测量和认识上的偏差，这使得泛命题 

P与其非命题～P不再满足经典逻辑中的关系：～P一1一P。 

在此类不确定性问题中，把模糊测度误差对模糊非运算的影 

响称为广义自相关性。 

为了刻画模糊泛测度误差对模糊泛非算子的影响，泛逻 

辑学引入了广义 自相关性系数(General Self—correlation Co— 

efficient)，用 表示， ∈E0，1]。 的物理含义可用著名的 

Sugeno算子簇进行解释，详见文[3，4]。 

2．2 泛逻辑Ⅳ范数 

定义 2 对于函数 N( )，称其为 Ⅳ范数，如果满足条 

件 ： 

1)边界性 N1：N(0)一1，Ⅳ(1)一0； 

2)单调性N2：Ⅳ( )单调递减，当 ，yE Eo，13，若 <j，， 

则 Ⅳ( )≥Ⅳ(j，)； 

3)逆等性 N3：当 ∈E0，1]，N( )一N (Ⅳ( ))，N．1 

( )是 Ⅳ( )的逆。 

2．5 泛逻辑 Ⅳ性生成元 

定义 5 ∈Eo，1]，如果 声( )是连续的严格单调递增函 

数，且 声(O)一o，声(1)=1，则称 声( )为Ⅳ性生成元。Ⅳ性生成 

元的物理意义是：Ⅳ性生成元 声( )的作用是修正误差对模 

糊测度值 ( )一 。的影响，得到精确的模糊测度值 。 

定理 1 如果F( )是[0，1]上连续的严格单调函数，且F 

( )为有限值，则 

( )一(F(O)一F( ))／(F(O)一F(1)) 

是 Ⅳ性生成元。 

证明：由F( )是[o，1]上连续的严格单调函数，F(o)一F 

(1)≠0且为有限值可知 

( )一(F(O)一F( ))／(F(O)一F(1)) 

*)基金项目：国家自然科学基金项目(60273087)、北京市自然科学基金项目(4032009)、十五863项目(2002AA412020)资助。毛明毅 博士生． 

主要研究方向为面向对象的泛逻辑学原理；何华灿 教授，博导．主要研究方向为人工智能基础及其应用，泛逻辑学与不确定性推理；陈志成 

博士生，主要研究领域为分形与混沌中的泛逻辑，因特网操作系统。 
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是[O，1]上连续的严格单调函数，且 声(O)一O， (1)一1，所以 

)是 N性生成元。 U 

定义 4 称定理 1中的F( )为N性生成元 ( )的生成 

函数。 

2．4 N范数生成定理 

定理 2(N范数生成定理) 若 ( )是 N性生成元， -1 

(z)是逆函数，则 

N ( )= 一 (1一 ( )) 

是连续的严格单调 N范数。 口 

证明：由于 (z)是N性生成元， (O)一o， (1)=1，且是 

连续的严格单调增函数。所以 1一 ( )是连续的严格单调递 

减函数，满足条件 N1、N2，由逆运算的性质知 y—N( )一 

(1一 ( ))，也满足条件 N1、N2，又 —N-1(y)一 (1一 

( ))，即N ( )= (1一'I(z))，满足条件 N3。 

所以 N( )是连续的严格单调 Ⅳ范数。 口 

定理 5 连续的严格单调减 N 范数 N( )一 (1一 

( ))的不动点即广义自相关系数：五= (O．5)。 

证明：设 k∈(O，1)是 N范数 N( )的不动点，则 Ⅳ(五)一 

(1一声(五))一五，1一声(五)= (五)，25(k)一1， (五)=0．5，矗一 

(O．5)是 N( )的不动点。 口 

如果模糊测度 “(x)有误差，k~O．5，则泛非运算将偏离 

理想非运算，当户和～·户都服从同一个误差分布时，是一级 

不确定性问题，可 以在基模型N(x，0．5)一1一 的基础上用 

特殊的广义自相关性修正函数完整簇 O(x，五)来双向修正误 

差的影响。修正的基本思想是：设 “(X)一 。是有误差的模糊 

测度，它对应的精确值是z， (z ，五)负责修正误差对 的影 

响，使 一 ( 。，k)， ( ，k)的作用是恢复误差对 的影 

响，使 。一 ( ，五)。显然有 (N( 。，五)，k)=1一O(x。， 

，【x)J 

／  I 、～ 
0．0 工，r 

五)，N( ，k)一 (1一 ( ’，k)，k)。 

( ，五)与误差分布函数有关，设 a(x，五)是模糊测度的 

误差分布函数， 一 + ( ，五)，则有关系 ( ，五) + 

( ，五)。对于不同的问题，由于其误差分布函数的不同，因而 

( ，五)也有所不同。但是在实际问题中，尤其对于随机变量， 

其误差分布函数是很难求得的，相对而言，其概率分布密度函 

数容易求得，因此，本文从概率分布函数着眼来研究其与广义 

自相关性系数k的关系。 

定义 5 在复杂系统的泛逻辑推理或控制过程中，随机 

参量 x对应的命题 P的逻辑真值由其 N性生成元完整族 

( ，五)给出。对于确定的k。值，则P的逻辑真值可以直接由其 

N性生成元 声( )给出，此时 声( )一 ( ，ko)。 

定义 6 在复杂系统的泛逻辑推理或控制过程中，随机 

参量x对应的命题 P的否命题～P的逻辑真值由其 N范数 

完整族N(x，五)给出。对于确定的k。值，则～P的逻辑真值可 

以直接由其 Ⅳ范数 Ⅳ( )给出，此时 Ⅳ( )=N( ，ko)。 

5 正态分布参量的广义自相关性 

5．1 正态分布的概率密度与分布函数 

如连续型随机变量x具有的概率密度为式(1)，其中 ， 

( >O)为常数，则称 x服从参数为 ， 的正态分布，记为 x 

～N( ， )。对式(1)进行积分，可得 X的分布函数为式(2)。 
1 ( 2 

厂( )一— =-e一 ，一。。< <。。 (1) 
√ 2ha 

F( )一_l_ r。一 出 (2) 
√ 2ha J- 

厂( )及 F( )的图形分别如图1(a)、(b)所示。 

x) L 

LO 

05· ·一 

／： 
— ／  

0D 工r 

(a)正态分布的概率密度 (b)正态分布的分布函数 

图 1 正态分布随机变量的概率密度与分布函数 

特别地，若X~N(O，1)，即参数 一0， =1，则称为标准 

正态分布，其分布函数记为 ( )，如式(3)。标准正态分布函 

数关于Y轴对称。 

一  出 ㈥  

对于任何 x～N(Z， )分布，均可以使用变量代换化为 

标准正态分布：Z一 (X—Z)／a～N(O，1)。 

5．2 正态分布参量的符号定义 

定义 7 为了计算的方便，定义以下特定函数值的符号： 

厂( )为正态分布随机变量的概率密度，F( )为分布函 

数， ( )为标准正态分布函数； 

F ( )为F( )的逆函数， ( )为 ( )的逆函数； 

一F( )一 【_ r 一 d r。一 出 
、，2nz j- √ 2x J- 

一  (z)一 (三 )
，其中z一三 

· 2· 

F。一 F(o)一 妒( )= 妒( ) 

F1一 F(1)一 ( ) 

注：对于标准正态分布的函数值，可以对分布函数求解而得，由于 

求解过程较为繁琐，需要用到特殊的数学变换，通常情况下都给出了 

标准正态分布的函数值表，见文[1]。对于确定的参数 和 ．这里的 

Fo、F 、SzI =4均是可求的值，在以后的公式推导中，可视其为常数。 

5．5 正态分布参量的生成函数 

定理 4 正态分布随机变量 x的分布函数F( )是 N性 

生成元 ( )的生成函数，其中 ( )一 __ 。 

证明：对于正态分布，易证 F( )是[o，1]上连续的严格单 

调递增函数，且F( )为有限值，其中F(O)一F。，F(1)一F 。由 

定理 1可直接得到 

』， ．．、 一
F( )一F(O) Fx—Fo L ’=

币 二 一—F1--—Fo 
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式中分母不为 O(F >F0)， ( )是[O，1]上连续的严格单 

调递增函数，且 (0)一0， (1)一1，所以 )是 N性生成元。 

从而 F )是Ⅳ性生成元 )的生成函数。 口 

5．4 正态分布参量的Ⅳ范数 

定理 5 正态分布随机变量 x对应的 Ⅳ范数为：N( ) 
一  + · -1(F0+Fl—F )。 

证明：由定理 4已知正态分布随机变量x的Ⅳ性生成元 

( )， 

令 ( )一 一y，则 

F 一Fo+y(Fl—Fo) 

[ 一 )／ ]一F0+y(F1一Fo) 

= + · ～IFo+y(F1一F0)] 

．．． )一 + · ～IFo-Fx(F1一F0)] 

根据Ⅳ范数生成定理(定理 2)： 

N( )= -1(1一 ( ))一 + · _。IFo+(1一( 一 

Fo)／(Fl—Fo))(F1一Fo)] 

= + · -1(Fo+Fl—F ) 

可证 Ⅳ( )为严格单调递减函数，且有： 

设 一Ⅳ(O)一 + · 一1(F0+F1一Fo)一 + · -1 

(F1) 

则 ( )一 (F】)一 ( ) 

故 Ⅳ(O)一I一1，同理可得 N(1)一0。 

因此 Ⅳ( )为严格单调递减Ⅳ范数。 口 

5．5 正态分布参量的广义自相关性系数 

定理 6 正态分布随机变量x的广义自相关性系数k一 

+ · [(1／2)·(F0+F1)]。 

证明：由前面已知正态分布随机变量的 Ⅳ性生成元与 Ⅳ 

范数，则由定理 3可得广义自相关性系数： 

k一 一 (O．5)一 + · ～IFo+ (F1一F0)]I ol5 
一  + · [F0+O．5(Fl—F0)] 
一  + · [(1／2)·(F0+F )] 

由此可进一步得到： 

( )一÷·[ ( ( )] 
也即 F̂一÷ ·(F0+F ) (4) 

由式(4)及 )的单调递增性可知，k∈[O，1]。此时k的 

数学意义是：在[O，1]之间的使得 等于 F0与F 的代数平 

均值所对应的自变量的值。 

定理 7 在[0，1]区间上，标准正态分布随机变量 x对应 

的广义自相关性系数k<O．5。 

证明：对于标准正态分布，参数 一0， 一1，分布函数 F 

)一 ( )，直接利用式(4)有 

(五)一÷ ·[ (o)+ (1)]，查表得 (o)一o．5000， (1) 

一0．8413，故 

(五)一o．5×(O．5000+0．8413)一0．67065 

再查表知：妒(O．4400)一o．6700， (O．4500)一0．6736，在 

数量级为 0．O1以下可近似使用插值法，于是得： 

k_o．44004· 

一 0．4418< 0．5000 

由此可见，即使是标准正态分布，由于其 k一0．4418≠ 

0．5000，所以这种数学模型对于随机变量的描述同样存在误 

差，对于参数的逻辑值呈稍小估计。 

4 范例 

某控制系统中的电流表指示值(A)x服从X~N(3，4)分 

布，(1)试求系统中电流值参数的广义自相关性系数k；(2)为 

了实现精确控制，系统安装了多个电流表来测定同一个参数， 

试求其中一个电流表在某时刻的读数小于 3．12A的逻辑值， 

以及另一电流表在同一时刻的读数不小于 3．12A的逻辑值； 

(3)求读数小于 3．12A和不小于 3．12A的概率值，并与其逻 

辑值比较。 

求解：(1)此正态分布中，参数 一3， 一、／／4—2，分布 

函数F( )一 (竺 )，直接用式(3)有： 

( )= 1
· [ ( ( )] 

= ÷ ·[ (一1．5)+ (一1．o)3 

=  
1

· [1一 (1．5)+1一 (1．O)] 

(查表得 (1．5)一0．9332， (1．O)一0．8413) 

一 ÷·(2--0-9332—0．8413) 
一 1—0．88725 

(查表与插值求得 (1．5)一0．88725) 
一  (一 1．21184) 

故 一一1．21184，从而 k=3--2X1．21184=0．57632。 

由于系数 五>0．5，故可知此系统中电流表的显示值呈稍 

大估计。 

(2)由于正态分布的定义域为(一o。，o。)，此处讨论的Ⅳ 

范数与 五系数在[0，1]区间内，依照泛逻辑学原理，需要使用 

换基规则进行论域变换[ 。对于本题 ，采用变换(一o。，o。)一 

[O，1]： ’一[ —1)+( 。+1)“。](2 )有： 

’一[(3．12—1)+(3．12。+1)w2]／(2×3．12)一0．8648。 

其Ⅳ性生成元 ( 一 三 ，故 

Q(s． z，= (。，8648)一 = 

= 一 oo 587 0 0668 -8281 
． 1 一 ． ⋯ ～ 

由对应的N范数 Ⅳ( )一 + · (F0+F 一F )有 

～ Q(3．12)= N(O．8648)一3+ 2· -1( 一1．5+ 一l_0一 

一

1．o676) 

一3+2· (O．0668+o．1587一o．1429) 

一3+2·(一1．3878) 

一3+2· (O．0826) 

一 o．2244 

由此可见，Q(3．12)+～Q(3．12)>1，这与 五>0．5呈偏 

大估计是一致的。 

(3)求概率值，则有： 

P(X< 3．12)一 ( )一 (o．06)一0．5239 

P(X≥ 3．12)一1一P(X<3．12)一 1— 0．5239—0．4761 

5 讨论 

本文所研究的泛逻辑的广义自相关性系数 k，是反映一 

个复杂系统、或一个数学模型、或一个推理公式集合自身存在 

的误差，k值的大小反映了这些系统(模型、集合)描述不确定 

性的准确程度，k不是某个变量“测量值与理想值的差值”，而 

是一个描述这些差值大小的一个系数，它广泛存在于自然系 

统和社会系统中，本文针对正态分布随机变量，研究了它的分 

布函数与 五系数的一些特性，给出了求解 五值的具体方法与 

公式 。 

(下转 第 1O页) 
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要的说 明。 

对于任意的测试(R， )，如果有(Sys(REQ-，REQ2，⋯， 

REQ．)l R>{J ，则 通道必定属于 Sys(REQ-，REQ2，⋯， 

REQ )或 R，而不是两者作内部动作以后出现的新通道。这是 

因为有时间戳的验证[ is．27 ]，任何非合法客户利用公有通 

道发出的消息都不能通过时间戳的检验，而使得进程阻塞。由 

于 Sys～ (REQl，REQ2，⋯，REQ )可 以和 Sys(REQl，REQ2， 

⋯

，REQ )有相同的外部通道，则(Sys (REQ ，REQ2，⋯， 

一 些语义上的缺陷。为此，我们应该提出高阶(high order)的 

Spi演算来解决这个问题。 

第二，为了把 Spi演算应用于实际，我们需要结合Model 

checking的思想，来研究制作自动验证工具，利用这个工具来 

验证现存的和即将制订的协议的安全性，才是本研究所要达 

到的目的。 

REQ )l R)1J 。反 之 亦 然 ，因 此 有 sys(REQ。，REQ2，⋯， 1 

REQ )"Sys (REQl，REQ2，⋯ ，REQ )。 

但是，上面的测试等价是建立在时间戳的确起作用的基 

础上，如果 R可以传递一个消息满足时间戳验证，则 Ker一 。 

beros协议是不安全的，它无法阻止重放(replay attack)。对于 

形式化而言，如果我们去掉[z is ]匹配项，则两者不是测试 

等价的，下面定义的一个测试可以说明这个问题： 

我们首先假设 F(z)=垒= ( )，其中c 是一个新通道。令 

R=垒=cc( )． < >．cc< >． ( )． ( )[ is ]． <*> 4 

则有(Sys(REQ-，REQ2，⋯，REQ )l R)1J d，但没有(sys 

(REQl，REQ2，⋯，REQ )lR)1Jd，所以 5 

s(REQl，REQ2，⋯，REQ )≠Sys， (REQl，REQ2，⋯ ， 

REQ ) 6 

结束语 Spi演算为认证协议的描述和论证提供了很好 

的支持，但这一领域还需要作更深入的研究和应用。 

第一，在理论上，我们可以看到Spi的语义还不足以描述 

复杂的认证协议，如时间戳的描述。虽然在本文中使用了匹配 

(match)来模拟时间戳，但无法做到对其精确的描述，尚存在 
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需要说明的是，这里的“逻辑值”与数学中的“概率值”是 

两个不同的概念，前者是基于泛逻辑原理而新提出的概念，主 

要用于复杂系统中对包含不确定性因素的参量进行柔性推理 

与精确控制；后者则是熟知的概率论中的概念；尽管二者有一 

定的联系，都从概率密度与分布函数进行求解，但二者的求解 

思想与计算方法是截然不同的。那么，已经有了概率论，为什 

么还要研究其泛逻辑的推理呢?范例的计算表明：P(x< 

3．12)+P(X≥3．12)一1，其物理意义是：随机变量 X落在区 

间(一o。，3．12)的概率是0．5239，则落在区间[3．12，。。]的概 

率必然是1—0．5239，其本质仍然是经典逻辑的推理，即变量 

值如不属于集合(一o。，3．12)，则必然属于集合[3．12，o。]。但 

是，由Q(3．12)+～Q(3．12)≠1可知，基于泛逻辑的考虑了 

广义自相关性系数 五的这种推理模式，能更好地描述变量 X 

的不确定性，当且仅当五=0．5时存在Q( )+--Q(z)一1。 

小结 正分布是随机系统中许多参数所服从的一种分布 

规律，泛逻辑学为描述不确定性同题提供了新的思路和方法。 

文章在泛逻辑 Ⅳ范数和广义自相关性概念的基础上，主要针 

对正态分布随机变量的泛非运算性质进行了研究，其工作内 

容与意义在于： 

(1)给出了正态分布参量的 N范数、N性生成元、广义自 

相关性系数；建立了分布函数 F( )与广义自相关性系数 五之 

间的重要关系式，这有助于加速泛逻辑在不确定性系统推理 

中的应用。 

(2)拓展了泛逻辑中k值的用途，它不仅可以用于泛逻辑 

·1O · 

中各连接词的运算；也可以作为一个评价指标，从逻辑推理的 

角度，对一个数学模型的误差进行评估。计算表明：标准正态 

分布的数学模型也不是完美的，其广义 自相关性系数 五< 

0．5，在此模型中，所描述随机参量的逻辑值呈偏小估计。 
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