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关于高斯函数的小波性质的研究 

宋 洁 范延滨 成金勇 潘振宽 

(青岛大学信息工程学院 青岛266071) 

摘 要 本文基于小波理论框架，分析探讨了有关高斯函数的小波特性。根据多尺度微分算予理论和多分辨分析思 

想 ，证明 了高斯函数构造 了一个 多分辨分析(MRA)，高斯 函数的各阶导数均构成 小波基 函数。从滤波器组的 角度 ，由 

高斯 函数 的导数构成的小波函数构造 了低通滤波器的脉冲响应 ，也可视为一尺度函数。 
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Abstract This paper discusses the Gaussian function based the frame of wavelet theory．According to the theory of 

multi—scale differential operator，the derivation of Gaussian function can be seen as the prototype wavelet．The 

wavelet functions can construct the pulse response of the low--filtering groups from the filtering groups in the engi-- 

neering．W ith the multi—resolution analysis，this paper proofs Gaussian function can construct MRA． 
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1 引言 

在较早发展的短时傅立叶分析中，已经证明了给予高斯 

函数的窗函数是满足测不准原理的“最优窗”[”，基于高斯函 

数的短时傅立叶变换也称“Gabor”变换。在基于傅立叶分析 

发展的小波理论中，高斯函数的一阶、二阶导数已经证明是小 

波函数，并且用于检测信号的奇异性[2]。其中高斯函数的二阶 

导数，也称为Bubble子波，通常在数学上用来描述神经系统 

的侧抑制现象【3’‘]。由此可见，高斯函数在理论和应用中具有 

重要地位。 

文E63中提出小波变换可以视为一个多尺度微分算子，并 

给出相应的定理。这表明高斯函数不仅其一阶、二阶导数可以 

作为小波基函数，而且大于二阶的导数也可以作为小波基函 

数。Daubechies将由空间分解引出的多分辨分析概念初步与 

滤波器组联系起来。从信号处理角度来看，多分辨分析中的尺 

度函数等价于低通滤波器的脉冲响应。本文基于这一思想由 

高斯函数的导数构造其响应的尺度函数。最后，根据尺度函数 

和多分辨分析之间的联系[5]，进一步具体证明了高斯函数生 

成了一个多分辨分析。 

2 高斯函数和小波 

本文采用文[6]中高斯函数g(f)的一般形式： 

g(￡)一 xp(一 (1) 

上式两边进行傅立叶变换，有： 

毒(∞)一(4 1c)a／％xp(一 ) (2) 

人们已经证明了高斯函数的一阶、二阶导数是小波基函 

数，并在小波分析理论和应用中得到广泛使用。事实上，可以 

进一步证明高斯函数的各阶导数是小波基函数。根据小波函 

数的定义，容易证明高斯函数的各阶导数满足容许行条件，因 

此是小波函数。此外，下面的定理也表明高斯函数的导数可以 

构成小波基函数。 

定理1[‘ 快速衰减的小波 妒(f)具有 阶消失矩，当且仅 

当存在快速衰减的函数 ，使得 

)= (_1) 

从而 

(3) 

Wf(u，j)一， (厂* )(“) (4) 

其中 (f)=$1／2 (一t／s)，而且妒(f)具有不超过n阶消失矩当 
r 一  

且仅当 l O(t)dt≠0。 
J 一 ∞  

可以证明高斯函数满足快速衰减的条件，这一点也可以 

从其函数图像上看出。那么(3)式蕴涵着高斯函数的各阶导数 

是小波基函数，并且可以判断小波函数具有的消失矩和导数 

阶数相等。大部分文献仅给出了高斯函数当 一1时的导数， 

本文保留了 ，推导了一般的高斯函数的各阶导数构成的小 

波函数体(f)一(一1) g (f)，即： 

(f)一一 exp(一 ’ 

讫(f)一 (1一 )exp(一 ’ 

(f)一一 一 3t1-, t3，,exp(一 t2) 

仇(t)一 (一吾+箬+ )exp(一 t2) 

由傅立叶变换的微分性质可以得到小波函数 gl,(f)的傅 

立叶变换： 

)一(一 )。毒‘· ( )=(一 )。(4 7c)1／4exp(一 ) 

(5) 

定理 1还表明 (f)具有不超过n阶消失矩，故其满足消 
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r + ∞  

失矩条件：l t~o．(t)dt一0，(o≤h<tt)，随着微分阶数n的 
j- ∞  

增长，可以看出 (f)的衰减速度等价于O(t一 )。 

5 高斯函数和尺度函数 

在多分辨分析(MRA)思想中，尺度函数≯(f)经过伸缩平 

移{专  ( 一五)b,~ez构成子空间V，的Riesz基，并且闭子 、／／
2 ‘ 

空间序列{ ，}，∈z满足嵌套关系： 

{0}c ⋯⋯ c ，+1 c ，c c ⋯⋯ c (R) (6) 

是 在 一 中的正交补，存在小波函数 妒(f)经过伸缩平 

移生成子空间 ，，并且子空间 ，和 满足如下关系： 

，上 ， ⋯  

＼ ，一 川 0 ， 

由此可得子空间 ，的完全分解： 

V。一W1①W2① ⋯⋯① 2① y， 且 当J—c一。时 

一 {0} (8) 

因此 空间的总能量应等于各 空间能量之和，即： 
．  

∞  

I≯(cc，)Iz_∑I (2 )I z (9) 
i- 1 

式(9)是对尺度 s的二分的情况，对任意尺度 S∈R，尺度 

函数 ≯(f)和小波函数 (f)同样满足这样的关系。Mallat从信 

号处理的角度出发，通过小波函数 (f)引入尺度函数 (f)，并 

且视 ≯(f)为小波在大于1的尺度的聚合体，其傅立叶变换模 

为 ： 

Mallat从函数的多分辨率空间分解概念出发，在小波变 

换与多分辨分析之间建立了联系[a州。 

定义1(MRA) 设{ J}J∈z是 (R)中的一串闭子空间 

列，若满足如下性质，则称{V，}，∈z为 (R)的一个多分辨率 

分析： 

1．V( ，五)∈Z ，厂(f)∈V，铮厂(f一2 五)∈ 

2．V J∈Z，Vi+1C 

3．V ∈z，厂( ∈V，甘厂(÷)∈V +1 
●  

∞  ∞  

4．1imV／= n V，={0}，lim V，一Closure(U V，)= 
，一  ，⋯ ，一 一 ，⋯  

(R) 

5．存在 ，使得{ (f— )} ∈ 是 。的一组 Riesz基。 

多分辨分析从空间的角度提出了构造小波的一个简单方 

法，很多常用的小波都可以根据 MRA的方法构造出来，例如 

Harr小波。仔细分析 MRA的定义，我们还可以根据另一种 

方法来构造一个多分辨分析。已经证明，存在一个函数 能否 

构成多分辨分析的条件 ]： 

定理2 假定 ∈ (R)满足下述条件： 

(11{ (t一是)}j∈z是 L2(R／的 Riesz基； 
· _、 

(2) (寺)= a ] (f--H)，即 满足某个双尺度方程； 
(3) (ct，)在0点连续，且 (0)≠0； 

则空间序列{ }，∈ ，V1= {2一i／z ( )}。∈ ，和 一起构 

成了一个MRA。 

由此可见，若能找到一个函数 ，经过平移构成 (R)空 

间的Riesz序列，并且满足双尺度方程，那么由这个 Riesz序 

列张成的空间能满足多分辨分析的条件 ，生成了一个多分比 

分析(MRA)．对于高斯函数，可以具体证明其能构成一个 

M RA ： 

证明：(1)若要证明{g(f一五)}·∈z构成 (R)空间的一个 

R~esz系，通常利用其等价命题，即存在常数 A、B，使得 

v ，A≤厶 l香( +2五Tc)l。≤B (11) 

可以得到 ： 

A≤ 2 ~／／，c exp(一(o-,+2kn) )≤B (12) 

此条件显然成立。 

(2)g满足双尺度方程：g(寺)一 ]g(f— ) 
这等价于证明在频域满足 

g(2∞)一，，l，(∞)g(∞) (131 

其中 (cc，)为： 

，
(cE，)一 1 口 exp(--inw) (14) 

由(13)式可以得： (cc，)=譬 
将高斯函数的频域表示(21式带代入可以得到 (cc，)=exp 

(一 )。 

又已知{exp(一inw)}．∈z是复域空间一组正交基，则由 

(14)式可以求得n ]一、／／等exp(一等)，故存在{ ]}．ez 
∈ (z)，所以高斯函数满足双尺度方程。 

(3)由于 l (0)l一(47c )“ ≠0且l (o。)I一0，所以高斯 

函数显然也满足条件3。 

由上面的证明我们可以看 出{g(f—k)}t∈z张成的空间 

o，进而构成的空间序列{ }雁z和 g一起构成一多分辨分 

析 。 

小结 本文在小波分析的框架中主要分析了高斯函数与 

小波函数，高斯函数与 MRA之间的特殊关系。基于多尺度微 

分算子理论，分析讨论了高斯函数的各阶导数构成一系列的 

小波基函数，并且能构造出其尺度函数。根据多分辨分析思 

想，我们系统的分析了任一高斯函数能构成一个 MRA。在分 

析探讨的过程中，还有三个问题有待进一步的解决：一、高斯 

函数能构成MRA，但其能否根据 MRA思想正交化，构成正 

交尺度函数，进而构成正交小波基；二、高斯函数的各阶导数 

构成的小波基函数对应的尺度函数的形式是否都为高斯函 

数；三、在小波分析中，高斯函数构成的滤波器系数问题。 

基于小波分析理论框架，系统的分析高斯函数的几个特 

性将有助于我们对小波理论的深刻理解，并且能有效地应用 

于实际工程中。 
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