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摘 要 插值推理是稀疏规则条件下的一类重要的推理方法，单变量的情况已有较多研究，但针对多变量情况的研究 

还不多，仅有的几种插值方法 ，存在着难以保证推理结果的凸性和正规性等问题。多变量规则的插值推理是插值推理 

研究的重要方面，为了在多变量稀疏规则条件下能得 到好的插值推理结果，本文对多变量规则的插值推理方法进行 了 

研究，提出了一个多变量规则的线性插值推理方法。该方法能较好地保证推理结果隶属函数的凸性和正规性，为智能 

系统中的模拗推理提供 了一个十分有用的工具。 
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Abstract Interpolative reasoning is type of important reasoning approaches under sparse rules．Interpolative reason- 

ing in one dimension has been researched widely，but the research in multidimension is lacking and a few existing ap- 

proaches have some faults．Interpolative reasoning in multidimension is an important research aspect of interpolative 

reasoning，in order to get better conclusion under multidimensional sparse rules condition．we research interpolative 

reasoning approach in multidimension and propose a linear interpolative reasoning approach in multidimension which 

can keep the convexity and normality of the reasoning conclusion better．It devotes a useful tool for fuzzy reasoning in 

intelligent systems． 
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1 引言 

在模糊控制、模糊专家系统、模糊决策等智能系统的开发 

和研究中，模糊推理[】]是其中一个十分重要的组成部分。目前 

在模糊推理中使用得最多的模糊推理方法是Zadeh提出的合 

成推理规则(CRI)E幻，而在稀疏规则条件下，CRI方法却不适 

用。有学者已证明：模糊推理本质上就是插值器[3]。文[43就证 

明了常用的CRI如Mamdani的推理算法，Takagi—Sugeno的 

推理算法等均可归结为某种插值函数。插值推理是稀疏规则 

条件下的重要推理方式。对于单变量情况下的插值推理，已有 

许多研究，然而对多模糊变量的插值推理研究却较少L3“J。本 

文对稀疏条件下多变量规则的插值推理进行了研究，提出了 
一 个多变量规则的线性插值推理方法。假设多变量模糊假言 

推理规则库由m条规则构成，则可表示成如下形式： 

规则1： IF X is Al THEN y is Bl 

规则2： IF X is A2 THEN y is B2 

规则 m： IF X is A THEN y is B 

观测值 ：X is A。 

结 论 Y is B’ 

其中． ， ’， ， 2，⋯， 都是 ，2维模糊向量，X一( ，⋯， 

．)，A一(口l，⋯．口 )，A。一(口ll’⋯，口， )，i一1⋯ ； J，口J，a,j是论 

域u 上的模糊集， ⋯1-，2，U=U。XU2X⋯×u ，是，2维笛 

卡尔积；Y、B 、B。、B 一、B 都是论域 上的模糊集。 

当模糊规则库中的规则呈稀疏状态时，即规则库中的规 

则前件不能完全覆盖输入论域，此时两个相邻规则之间将会 

出现“空隙”。当输入的事实落入“空隙”时，采用 CRI是得不 

到任何推理结果的，而采用插值推理方法却可得到较满意的 

结果。 

文[7]中介绍的MB多变量规则条件下的插值推理方法， 

虽然能适应一定的条件，但是它也存在着推理结论凸性的问 

题。为此，我们提出了一个多变量规则的线性插值推理方法， 

能够在多变量条件下，推出满意的结论，并且满足凸性和正规 

性的要求。下面，我们首先对MB插值推理方法进行分析，然 

后提出我们新的插值推理方法，最后用一个实例来说明，并与 

MB方法进行 比较。 

2 多维规则条件下的MB插值推理方法分析 

Marsala和 Bouchon—Meunier在文[7]中提出了一种多 

维规则的近似插值推理方法。 

为了叙述的方便，下面给出几个定义： 

定义1(模糊描述F) 称一组模糊集为模糊描述，记为F 

=(fl， ，⋯， )。 

定义2(论域的坐标转换 Rxz) 由于多维条件下，各维的 

取值尺度不同。将模糊描述的每个分量的取值尺度统一到一 

个标准上来的过程称为论域的坐标转换。设极值 W一(a一， 
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d )是定义域 Xw的取值范围，r(Xw)一口 一口一；极值 Z一 

(6一，b )是定义域 的取值范围．r(Xz)一6+--b～。则：对于 

V xEXw，坐标转换如 ( )一 要 将坐标系从 转换 

到 ，若Z=Eo··1]，则如 [o． 】( )一 妄 ，简记Rxw[。．1] 
( )为 ( )。 

定义5(模糊描述的重心 GF) 设F是一个模糊描述．F 

一 (厂1．厂2，⋯，厂|)，gl ( 一1．．n)是模糊集厂J的重心 

1

。 
t(glj"Rxw)2 

定义4(模糊描述间的距离 L LF2) 设 F ，F2为模糊描 

述，则它们的距离为： 

L，】Lp2一 

定义5(模糊描述序列) 设 F 、⋯、F 是m个模糊描述， 

G， 、⋯、 是它们的重心．按它们重心的从小到大依次排序． 

得到F ’、⋯、F ’。称为一个模糊描述序列。 

MB算法首先求出各前件、观测值的模糊描述的重心。各 

前件按重心从小到大的顺序排列，得到一个模糊描述序列。找 

出i，使得 ≤ GA≤ + ． 、 + 是模糊描述A、A+1的 

重心 ．GA是观测值的重心；令 A 一A，A2一A+ ，B 一B．，B2一 

B¨l。 

然后．根据模糊描述 A ，A：和观测值 A的重心来决定结 

论B的重心，即分别求出B ． 和B的距离L ，L ： 

L lL 一 L lL 2 (1)L L 一
a l~ aLazL 。 

，  ， 
L 2̂L̂  ， ， 

L ：L 一 ： L L 。 

其中L L埘=gs2--gs ，Ls Ls、Ls2Ls可以唯一确定结论 B的 

重心。 

最后．决定结论B的形状．其核心思想就是B与B 、 相 

似的程度就和A与A 、A：相似的程度一样。对A 的任意分量 

nlJ， 一1．．n．做重心平移计算，得n ，’．使之与 A的相应的分 

量n 重心重合。 

定义一个运算 ．使得 口J— 厶 (口 ，)．如图1所示。 

oj2 

厂 丐弋 ； | 
＼ ／ ／ ＼ 

-  

图1 

令 cl】j一[cl】】 ， ． ． ]为梯形a，四个顶点的横坐标，v ， 

一 IvlJ】，v ，：，v ， ，v ， ]为梯形a 四个顶点的横坐标，cl】】一T 

(vlJ)一IvlJ】+6Jl，vl，2+ ，vl，3+艿l3’vlH+艿“]一[ 1． ， ． 

‘l，I．]．则 

=cl】j k--Vl (k一 1．．4)。 

定义一个运算 T，h．T，h一[ Rx，(8j )． Rx， 

( )． 
12
∑
J-- 1

Rx，( )．上
n
∑
J-1
R】【i(6J．)] 

这个运算规定了从A’t到A的转换．同理还可以得到A 到A 
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的转换。我们记第一个转换为 TIh1，记第二个转换为 T．h：。 

将这两个转换坐标变换到B的定义域Y中，我们可以得 

到 B 到B的转换和 到B的转换，即：T。hy 一R[。． 】Y(T。h )， 

T．h蛇一R[o．1 (T。h2)。 

将 B 的四个顶点的横坐标加上n 的四个对应的分量． 

得到B’；将 的四个顶点的横坐标加上n北的四个对应的分 

量，得到 B”。 

作为结论的两个部分B’和 B”．MB算法定义一个运算 

(壬；，使B’和B”聚合起来，得到： 

B—B’G B’’一 L̂1LL a
十

L

L

A2 

2

” (2) 

MB插值算法有一定的几何直观意义，能直接定位结论 

的重心位置。但是该算法的计算量较大．更重要的是，在许多 

情况下，插值结论 B是一个非凸的模糊集。这是由于艿值相对 

于对应点过大或过小造成的。这显然是这个算法的最大缺点。 

5 多变量规则的线性插值推理方法 

由于在插值意义下。推理规则前件的模糊集可以看作是 

插值的基函数．而推理规则后件的模糊集在插值中只出现其 

峰点。根据这一原理．在规则和事实的隶属函数为三角形(或 

梯形)时，我们综合考虑两个模糊描述之间的关系，给出一个 

多变量规则的线性插值推理方法。 

定义6 假定口 <口2是论域U上的模糊集．且口 <口2(即 

V口∈Eo．1]。inf{al。)~inf{a )。sup{口l。)<sup{口2d)一．贝U口 

截集n 。和孙之间的下限距离和上限距离分别定义如下： 

dL(口l ，口2．)一 d(inf{口l。)， ， {口2．)) (3) 

du(口l。，口 )一 d(sup{口l )。sup{口 )) (4) 

其中d是欧氏距离．或者更一般地也可以看成是闵可夫斯基 

距离。 

定义7 n维模糊向量A的a截集A。定义为：A一 ( ， 

⋯ ． )．其中，‰(1≤ ≤n)是普通模糊集的a截集。 

定义8 假定A ，A：是两个不相连的n维模糊向量，则n 

维 a截集A 。和A 之间的下限距离和上限距离分别定义为： 

A。 一1／~l dL(ali,,,a21,,一)2 (5) 
dv(A 一 、／ (口 。 (6) 

其中aE[O，1]。 

设有两条 n维稀疏规则： 

规则1：IF X is Al THEN y is B1 

规则2：IF X is A2 THEN y is B2 

其中，X．A ，A2是n维模糊向量，X一(z ．．'z．)，A 一(口m 

⋯
，口1．)，A2一( ，⋯．口2 )，z，，口l，'口2I是论域U．上的模糊集． 

一1⋯n。U=U ×U2×⋯×U．．是 n维笛卡尔积； 、B 、B2是论 

域 上的模糊集。我们的多变量规则的线性插值推理方法， 

由下面的公式表示： 

： ： 墨 !墨 (7) 
dL(A ．Az1) dz( ， 21) 

dv A 一 d
v Bz 

㈥  
(A ． 21) (B ． 1) ⋯ 

hf_ ((∑ (卜 )+(∑ ) 一 ((厶 {，)(1一 )+(厶 ：，) ) 

(口∈[0．1] iE{1．⋯．n)) (9) 
1 _、 

h ((厶 rI)(1一 )+(厶 rI) ) 
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(13E[o．1] iE{1．⋯．n)) (1o) 

其中 ， ，最 ·％分别是 维模糊向量A ， 的第 i个分量 

口lI a 的隶属函数的左右边斜率，h ，hr是推理结果B‘的隶属 

函数的左右边斜率． Bm z1' ， ， 分别是 ． ． 

， 以及 。．B 的1截集(eP a一1时的截集)。从定义可以 

看出，该推理方法只要求规则前后件及推理结果的1截集满足 

线性比例关系．而推理结果的左右边斜率分别为两规则前件 

相应斜率的平均值。我们从图2中可以看到．在三角形或者梯 

形隶属函数情况下．只要确定了模糊集的 ． ． ，一点．即 

可完全确定一个模糊集。 

i● 

图2 模糊集合的图形表示 

因此，由我们的这个插值推理方法，具体计算推理结果 

B。，可以归纳成下面几个步骤： 

(1)由式(5)和式(7)计算推理结果 B’的 ·： 

· 一  

磊 × 舾 +商×膝  
+ _x2)2 

(2)由式(6)和式(8)计算推理结果 B‘的 ·： 

· 一  

× + 1× 

+ 

(12) 

(3)由式(9)计算推理结果B‘的 ·： 

．一 ．一1／ ((∑最i。)(1一卢)+(∑最 )卢) (13) 

(3)由式(1O)计算推理结果 B 的 ·： 

．一 ．一1／ ((∑最rI)(1一卢)+(∑最 )卢) (14) 

为了更好地说明我们的多变量规则的线性插值推理方 

法，并与MB插值推理方法进行比较．下面用一个实例进行对 

比分析。 

4 实例分析 

下例给出两个不相邻的推理规则以及观测值A‘，运用 

我们的多变量规则的线性插值推理方法得到推理结果B’，如 

图4所示，为了比较方便，图3给出了MB插值推理方法的结 

果 ： 

规则1：if X is Al一{(1，2．3．10)，(1．2，3，7))then y is 

Bl=(2，9，11．12) 

规则2：if X is A2一 {(16，17．18．19)，(22，23，26，28)) 

then y is B2一 (29，33，34，35) 

观测值：A‘一{(12，13，14，15)，(17，18，19．20)) 

(1)利用式(11)计算推理结果B‘的 ·： 

(11) 

一  圣 }二 l± 一27．o5 
、／／(17—13)0+(23—18)0+、／／(13—2)0+(18—2)0 

(2)利用式(12)计算推理结果B。的 ·： 

砖一丝 兰 兰垡 竺 一27．25 
、／／(18—14)0+(26—19)0+~／(14—3)0+(19—3)0 

(3)利用式(13)计算推理结果B‘的 ·(卢取0．5)： 

以·一27．O5一z／((1+1)×0．5+(1+1)×0．5)一26．05 

(4)利用式(14)计算推理结果B。的以·： 

·一27．25+z／((1／7+1／4)×0．5+(1+1／2)×0．5)一 

29．36 

因此推理结论 B。为：B’一(26．05．27．05．27．25，29．36) 

前提 all 前提 a12 ‘ 结论B1 
．O 3 O 9．O 11．O 

／n 
1．O 1O．O ’ 

2O．O 3O．O 

‘ 

前提 a21 ‘ 前提 a22 ‘ 结论B2 

17．O 1B．O 33．O 34．O 

爪 爪 ／11 
16．O ’9．O 29．O 35．O 

2O．O 3O．O 

。 观测值al 观测值a2 结论B 

1 3．O 14．O 1B．O 19 27．5 29．O 

爪 ，『＼ 
12．O 15．O ’ 17．O 2O．O ’ 21．6 24．2 ’ 

2O．O 3O．O 

图3 MB算法的推理结果 
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13 14 八 
图4 多变量规则的线性插值推理方法的推理结果 

从图中可以看出，同样的前提和观测值，我们的多变量规 

则的线性插值推理方法可以得到较好的推理结果，而且是保 

凸的。但使用MB算法得出的结论不能保证是凸的。 

结论 Marsala和Bouchon—Meunier提出的多维规则条 

件下的插值推理方法的推理结果在许多情况下是非凸的。这 

就使得MB方法在实际应用中受到很多限制。本文研究了在 

多变量情况下的线性插值推理，提出了一个多变量规则的线 

性插值推理方法，它保证了推理结果的凸性和正规性，而且是 

保形的。这就使得在稀疏规则的条件下，采用我们的方法可得 

到满意的插值推理结果。这为智能系统中的模糊推理提供了 
一 个十分有用的工具。 
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由以上的准备。我们将得出本文的主要结果。 

定义4 设P为Fuzzy格( ，̂ ，V， )上的等价关系。如 

果P满足条件：(A)|D=Ⅳ。 ，称P为 上的粗相等。 

下面我们给出Fuzzy格上粗相等的刻画。 

定理2 设( ，̂ ，V， )是Fuzzy格，P为 上的等价关 

系且P满足条件： 

(B)存在 上的强 Pawlak代数( ，̂ ，V， ，aAW_，apr)使 

得C一{apr口IRE L) S(Ⅳ．户r)。 

则下列各款等价：(1)|D为L上的粗等价；(2)．S(P)为(L， 

^，V， )的逆合完备子代数且 P由 (|D)导出。 

证明：(1)推(2)。设P为L的粗相等，则P满足条件(A)， 

(B)。由引理3，．S(p)一c一{a----~RIa∈L)。根据引理4，M(c)一 

N． ，即 P由 C—S(|D)导出且由定理1，C—S(|D)为( ，̂ ， 

V， )的逆合完备子代数。 

(2)推(1)。设 S(』9)为(L，̂ ．V． )的逆合完备子代数。由 

定理I，存在一个强Pawlak代数( ，̂ ，V， ．业 ，apt)使得 

(P)一{apraIRE L)一C 

由于 M(C)一N。 一M(S(ID))，由假设得lD一Ⅳ．Pr— ( (cD))。 

证毕。 

设c，为集合且 』u』<。。，则(2 ．n，U，～．xW_，apr)为 

Pawlak代数，也为 Fuzzy格。设 R为2 上的等价关系，则 

Pawlak粗代数(2 ，n，U，～．apt，apr)为 上的强 Pawlak 

代数。如果条件(A)成立，由引理5 L1 ，S(N。户r)一{aprAjA∈ 

2 }。我们有下面结论。 

推论1[12 设u为非空有限集，R为2 上的等价关系 则 
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下列结论等价：(1)R为2U上的粗相等；(2) (R)是(2 ，n， 

U，～，apt， )的Boole子代数且R由 (R)导出。 
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