
Fuzzy格上的粗相等 

吴明芬 

(五邑大学信息学院 广东江门529020) 

计算机科学2004Voi．31N9-．6 

谢祥云。 

(五邑大学数学物理系 广东江门529020)2 

摘 要 本文引入了Fuzzy格上的粗相等的定义，并给出了粗相等的刻画。作为应用。得到Pawlak粗代数中粗相等的 

刻画。 
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1 引言 

早在上世纪80年代，PawlakIf]为研究由不充分、不完备信 

息[2 构成的智能信息系统引入了粗糙集理论，以期作为一般 

集合论的扩展。因为分类和概念的形式化[3 等实践的要求，粗 

糙集理论作为其它集合论的一般化的补充(例如模糊集 等) 

而得到强有力的推动。近年来成为不多见的发展非常迅速的 

新浮现学科领域。粗糙集理论在各种问题上的成功应用证明 

了它的实用性和广谱性【5 ]。 

在粗糙集模型中，论域U中的元素常常可以用多种信息 

(知识)来描述。例如，在医疗专家系统中。U中的元索是病人， 

病人我们可以由他们发病的症状来描述。在模式识别系统中， 

对象可以用它们的特征来描述。当两个不同的对象由同样的 

特征来描述，这时这两个对象在该系统中称之为不可识别或 

不可分辨的。我们可以抽象地用 上的一个等价关系来描 

述。设P为 上的等价关系，即满足自反性，对称性与传递性 

的二元关系。每个等价类由 中不可分辨的元索构成。对于 

中的任意的子集A，人们往往没有办法用已知的可采用的 

信息，即 上的等价关系P的等价类来描述，而是用A的一 

个近似对(aprA，aprA)来表示。这样， 上的二元关系以及 

中每个元素之间表示关系就是 上最本质的概念。这样利用 

论域 中元素之间的信息(以二元关系来表示)，粗糙集理论 

就形成了。粗糙集理论的研究主要从两个相互联系的观点出 

发，一个是算子观点(公理化表示)，另一个是集合的观点。这 

两个观点的共同点就是近似空间，进而导出上(下)近似的概 

念。不同点是上(下)近似的解释。算子观点认为上(下)近似是 

定义在论域幂集上的一对一元算子，即粗糙集是集合论带有 

一 对一元算子的扩展；集合的观点认为上(下)近似是粗糙集 

的两个基本概念。算子观点和拓扑空间、模态逻辑、带算子的 

Boole代数及区间结构有密切关系，而集合观点和区间集及 

模糊集紧密相关。一个信息系统c9 (也称为多重专家系统或知 

识表达系统 )是一个四元组S一(U，A，V。，)，其中U是对象 

集。A是属性集。 —U V．，V。为属性a的取值集，，是U×A 

到 的映射(称之为信息函数)。由信息系统我们可以导出一 

般近似空间(u。R)的定义。设 R为 u上的等价关系，b 为 

∈U的等价类，Ac_U。Pawlak引入2”上的上下近似如下： 

业 (A)一{x6Ul[ =A)一U{[ ]̂6U／Rl[ ] =A) 
—

ap—r(A)一{xEUl[ ] nA≠ )一U{[ ] ∈U／al[ ] 

nA≠ )。 

称(2”，n，U，‘，apt，一apr)为Pawlak粗集代数 Ⅲ。二元关系： 

Rd ：={(X，】，)∈2v×2”l业 X一 y，一aprX=一aprY} 

为2 上的等价关系。设P为(2”，n，U，‘)上的一个等价关系， 

P称为粗相等关，系[‘ ，如果存在2”上的Pawlak粗集代数 

(2”，n，U，‘，业 ，apr)使得尸一R 。 

在文[133中，刘文奇用公理化方法给出了Pawlak粗集代 

数的格形式。 

定义1[‘ 设(L，A，V， )为Fuzzy格，即L为带逆合对 

应的完备的完全分配格，0和1分别为 L的最小、最大元。若 

d r：L—L和apr：L—L满足： 

(P1)业  一 (aprd)‘； 

(P2)aprl一1： 

(P3)apr(a A )一坐 A堡 ； 

(P4)(V a6 L)a~apra； 

称(L．A，V，‘，业 ，apr)为Pawlak代数。 

引理1[” 设(L，A，V，‘，业 ，apr)为Pawlak代数。则下 
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列关系式成立 ： 

(1)(V 口∈L)apr~ apra； 

(2)aprl=aprl=1·里 O—apr0=0； 

(3)口≤卢 口≤ 卢。apra~ aprfl； 

(4)业 (口V卢)≥ 口V  ̂ 卢； 

(5)apr(â 卢)≤apr(â )； 

(6)apr(aV 一aprdV aprfl~ 

(7)apra'=(apra)‘。 

本文首先引入强Pawlak代数的概念，在强 Pawlak代数 

上引入粗相等且给出了它的刻画。作为推论，我们得出 

Pawlak粗代数粗相等的刻画。本文没有给出但使用的术语和 

记号参见文[83。 

2 粗相等 

定义2 设L为Fuzzy格，c L且 c≠ 。C称为L的完 

备子代数 ，如果 C满足：(1)0，1∈C；(2)V z。∈C ẑ，，V z。 

∈C 。 

L的完备子代数C称为L的逆合完备子代数，如果C还 

满足：(3)z∈C ∈C。 

引理2 C为Fuzzy格L的完备子代数当且仅当对任意 

z∈L。{tEClf≥z)≠ 且在C中有最小元；z∈L，{t∈Clf≤ 

z)≠ 且在C中有最大元。 

证明：设C为L的完全子代数，由(1)得z∈L，{t∈Clf≥ 

z)，{t∈Clf≤z)均为 L的非空子集且^{t∈Clf≥z)．V{t∈ 

Clf≤z)存在，分别为集{t∈Clf≥z)的最小元及{t∈Clf≤z) 

的最大元。 

反之。取 z=1∈C．{t∈Clf≥z)≠ ，只有一个元素1，因 

此有最小元1，1∈C。相似地，由0∈L得出0∈C。V z。∈C，i∈ 

T。{t∈Clf≤V．∈ z。)在 C中存在最大元z，我们有 z∈C且2 

≤V。∈T五。另一方面。z。≤ V．∈T 且 z。∈C，V i∈T。从而 z。 

∈C，V i∈T。故 V。∈Tz．≤2，即 V。∈Tz．一2∈C。类似地可证 

人．∈Tz。∈C。证毕。 

由引理2。设C为L的逆合完备子代数，记 

(V z∈L)( C)(z)一^{t∈Clf≥z)， 

(OC)(z)一V{t∈Clf≤z)。 

则二元关系 

f̂(C)：一{(z， )∈L×Ll(OC)(z)一(OC)( )，( C)(z) 

一 ( )(y)) 

为L上的等价关系。设P为L上的等价关系。如果存在L上 

的完备子代数 C使得 ．D一 (C)。则称 P为 C诱导的。我们下 

面记{z∈Cl{z)∈L／p)为 s／p。 

定义5 设(L，̂ ，V，‘)为Fuzzy格。若a_p_E：L--~L和apt： 

L—L满足(P1)，(P2)及(P4)且满足： 

(P3)’(V嘶∈L)apr(̂ tETai)= ^ ETa
．~ ．ai； 

(P5)(V aE L)aprapra=apra； 

称(L．̂ ，V，‘。apt，apr)为强Pawlak代数。 

显然强 Pawlak代数是 Pawlak代数。由定义1，3我们不 

难推出： 

性质1 设(L’̂ 。V。 ，apt，apr)为强 Pawlak代数。则以 

下各款成立：(1)(V aE L)aprapra= ；(2)(V口∈L)apr 

apr=apra；(3)(V aE L)aprapra=apra。 

定理1 设 L为Fuzzy格， ≠CC_．L。C为L的逆合完备 

子代数当且仅当存在L上的强Pawlak代数(L。̂ ．V， 。apt， 
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apr)使得 C一{apralaEL)。 

证明：设 C一{apra l口∈L)。则 由引理1(2)，得0，1∈C， 

V ∈L。i∈T。 

^。erapra。一 ^。∈Tapt(—ap—ra。)一apt(̂ ．∈T 嘶)一 

N_tZ(̂ 旧一apra,)]EC， (性质1) 

且 

ViETapra,= V．∈T((口户r(《) )‘) 一 (̂ 。∈T( r( )‘)‘) 一 

(̂ ,erapt4)‘一(apt̂ ．∈T《) 一 (apt(V。ET~Ii)‘)‘一apt(V。∈T 

嘶)∈T。 

又 

(apra)‘一 (d r( ) )‘一 ：apr(apra')∈C 。 

故C为L的逆合完备子代数。 

反之，设C为L的逆合完备子代数，定义 L上的二个一 

元运算： 

(V口∈L)apra：一V{m∈Cl ≤口)。 

apra：=(aprW) 一^{《lat∈C· ≤ )。 

由apt和apt的定义得出它们是对偶的．因此满足(P1)。 

因为1∈C，所以aprl一1，即(P2)成立。 

(V嘶∈L。i∈T)apr̂ iET~li=V{at∈Clnt≤ ^iET~li) 

一 。̂∈T(V{ ∈Cl ≤口。))(L 

是完全分配的) 

一 ^．~rapra。。 

因为 C为 L的逆合完备子代数。所以由apra的定义得出 

apra∈C．V口∈L。因此 

apr(apra)一V{ ∈Cl ≤apra)一apra。 

故(P5)成立 。 

由L的逆合性及apra'≤ 。V aEL 。得 口≤(apra')‘一n户r 

口，V aEL。综上所述得(L，̂ ，V，‘，apt，apr)为强Pawlak代 

数。且{I  r口laEL) C。又设 aEC。~Japra=V{ ∈Cl dI≤口) 

一gt从而apra"一 ，V aEL，因此 gt=( ) =(aprW)‘一口户r口· 

V aEL。故c={apralaEL)。证毕。 

引理5 设(L，̂ ，v．‘。apt， )为强Pawlak代数。定义 

L上的二元关系： 

N ：一{(口，卢)∈L×Llapra=apr#，‘ r口一‘ r卢) 

则 为 L上的等价关系且{apralaEL) (Ⅳ )。 

证明：容易验证Ⅳd 为L上的等价关系。设 卢∈{apral a 

∈L)，则存在aEL使得fl=apra。如果 )，∈L且()，t卢)∈Ⅳ ， 

则 

aprfl=aprapra=apra=fl=apr7， 

从~aprfl=口户 fl=aprfl：fl：apr7。 

故aprY=apr7=卢。又业 )，≤)，≤apr7得 7=apr7=卢。因 

此卢∈S(N )。证毕。 

引理4 设(L。̂ ，V。‘，apt，apr)为强 Pawlak代数。如果 

{apralaEL)一 (Ⅳ )，则 ({apralaEL))= (Ⅳ 户r)。 

证明：设(a，卢)∈ 。则丝 a=业 卢， ra一 r 。令C= 

{一apr3l ∈L)．由定义( C)(口)=^{tEClf≥口)。因为一apra~a 

且 a∈C。因此 a≥( )(a)。如果 )，∈C且 )，≥a。由引理3 

的证明，则 )，=)，≥ a。因此 a=( c)(a)。类似地，我们 

可 以证 明业 口一(OC)(口)。由 (C)的定义得出(口·卢)∈M 

(C)。 

反之，由(a，卢)∈ (C)容易从上推导过程得出(a。卢)∈ 

M户r，故 (c)一 户r。证毕。 
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13 14 八 
图4 多变量规则的线性插值推理方法的推理结果 

从图中可以看出，同样的前提和观测值，我们的多变量规 

则的线性插值推理方法可以得到较好的推理结果，而且是保 

凸的。但使用MB算法得出的结论不能保证是凸的。 

结论 Marsala和Bouchon—Meunier提出的多维规则条 

件下的插值推理方法的推理结果在许多情况下是非凸的。这 

就使得MB方法在实际应用中受到很多限制。本文研究了在 

多变量情况下的线性插值推理，提出了一个多变量规则的线 

性插值推理方法，它保证了推理结果的凸性和正规性，而且是 

保形的。这就使得在稀疏规则的条件下，采用我们的方法可得 

到满意的插值推理结果。这为智能系统中的模糊推理提供了 
一 个十分有用的工具。 
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由以上的准备。我们将得出本文的主要结果。 

定义4 设P为Fuzzy格( ，̂ ，V， )上的等价关系。如 

果P满足条件：(A)|D=Ⅳ。 ，称P为 上的粗相等。 

下面我们给出Fuzzy格上粗相等的刻画。 

定理2 设( ，̂ ，V， )是Fuzzy格，P为 上的等价关 

系且P满足条件： 

(B)存在 上的强 Pawlak代数( ，̂ ，V， ，aAW_，apr)使 

得C一{apr口IRE L) S(Ⅳ．户r)。 

则下列各款等价：(1)|D为L上的粗等价；(2)．S(P)为(L， 

^，V， )的逆合完备子代数且 P由 (|D)导出。 

证明：(1)推(2)。设P为L的粗相等，则P满足条件(A)， 

(B)。由引理3，．S(p)一c一{a----~RIa∈L)。根据引理4，M(c)一 

N． ，即 P由 C—S(|D)导出且由定理1，C—S(|D)为( ，̂ ， 

V， )的逆合完备子代数。 

(2)推(1)。设 S(』9)为(L，̂ ．V． )的逆合完备子代数。由 

定理I，存在一个强Pawlak代数( ，̂ ，V， ．业 ，apt)使得 

(P)一{apraIRE L)一C 

由于 M(C)一N。 一M(S(ID))，由假设得lD一Ⅳ．Pr— ( (cD))。 

证毕。 

设c，为集合且 』u』<。。，则(2 ．n，U，～．xW_，apr)为 

Pawlak代数，也为 Fuzzy格。设 R为2 上的等价关系，则 

Pawlak粗代数(2 ，n，U，～．apt，apr)为 上的强 Pawlak 

代数。如果条件(A)成立，由引理5 L1 ，S(N。户r)一{aprAjA∈ 

2 }。我们有下面结论。 

推论1[12 设u为非空有限集，R为2 上的等价关系 则 
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下列结论等价：(1)R为2U上的粗相等；(2) (R)是(2 ，n， 

U，～，apt， )的Boole子代数且R由 (R)导出。 
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