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摘　要　大规模数据下复杂网络的算法分析面临复杂度高的挑战,为此引入图稀疏的思想,在保持原始图性质的情况

下以一定的精度在稀疏图上实现了高效的算法分析.图稀疏算法是一种保留顶点、对边稀疏采样的方法.按照相应

算法分析所需要的原始图性质,提出图稀疏的边度量方式.文中系统回顾了４种边度量下的图稀疏采样方法:生成图

稀疏、边连通图稀疏、聚类图稀疏、边传播性图稀疏,归纳了不同边度量方式下图稀疏的优缺点和适应性,并进一步讨

论了动态图流稀疏化的最新研究进展.最后,总结了图稀疏领域有待解决的问题并展望了未来的研究方向.
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SurveyofGraphSparsificationAlgorithmsforComplexNetworks
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Abstract　Withtheincreasingofdatascale,traditionalgraphalgorithmsconfrontthechallengeofexcessivecomplexity．

Theideaofgraphsparsewasintroducedintoalgorithm,andanalyticalalgorithm wasrealizedefficientlyonthesparse

graphwhilepreservingtheoriginalpropertywithcertainaccuracyprecision．Graphsparsityalgorithmisasampling
methodwhichpreservestheoriginalvertexesandsparsestheedges．Inthispaper,thelatestprogressesofgraphsparse

algorithmwerereviewedfromfouraspects,suchassparsespanningalgorithm,edgeconnectivitysparse,clustering
sparseandinfluencepropagationsparse．Theadvantagesanddisadvantagesofthegraphsparsealgorithmsandthe

adaptabilityweresummarizedindifferentedgemetrics．Inaddition,dynamicgraphstreamingsparsemethodswereanaＧ

lyzed．Finally,severalimportantproblemswereoutlinedandfutureresearchdirectionsinthefieldofsparsecomplex

networkwereprospected．
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１　引言

对于现实生活中常见的复杂系统,如交通网络、在线社交

网络,可以自然地将其建模成复杂网络来进行抽象表达.图

作为一种数据结构,被应用到复杂网络的描述中[１],其中网络

实体用图的顶点表示,实体之间的联系用关联边表示.近年

来,随着在线社交及网络技术的飞速发展,真实的网络结构包

含了数百亿的顶点和数万亿的边,网络的数据规模呈现指数

增长趋势,从而产生了海量图数据[２].用于分析复杂网络的

算法有:最短路径、最大流最小割、社区发现、预测影响力的传

播、图的聚类分析等.大规模的结构阻止了上述算法对复杂

网络有效的图分析[３Ｇ６].面对计算复杂度高、效率低的挑战,

如何有效解决大规模复杂网络的算法分析已经成为研究

热点[７].

许多学者提出了图压缩方法来 缩 减 数 据 规 模.图 压

缩[８Ｇ１０]是通过将原始图数据压缩成更小的存储形式来保证对

大规模图的分析.常见的形式有:１)将网络中具有相似或相

同邻居的节点压缩成超级节点[１１Ｇ１２],但压缩后的图保留相应

原始节点和超级节点之间的边联系;２)网络中节点的数目不

变,通过去掉一些冗余边来减小复杂网络的规模.本文主要

讨论第二种情况———图稀疏,即顶点全保存而边稀疏的采样.

图稀疏算法移除对图结构有影响的边,原始图和稀疏图之间

具有很好的相似性,有助于建立更精准的分析模型.本文主

要总结了面向复杂网络的图稀疏算法,分析这些算法的优缺

点和适应性;并进一步针对近年来逐渐兴起的动态图流稀

疏[１３Ｇ１４]算法进行了分析和讨论;最后总结了图稀疏领域面临

的挑战并展望了未来的发展方向.



２　基本概念

假设复杂网络G＝(V,E)是由|V|＝n个节点和|E|＝m
条边连接成的一个无向原始图G,若存在带权子图 H＝(V,

E′,w)满足条件∀A⊂V,(１－ε)λA (G)≤λA (H)≤(１＋ε)λA

(G)(其中λA 是原始图上重要的性质),则称H 是图G 的稀疏

图[１５].

图稀疏算法产生的稀疏图 H 能在ε∈(０,１)误差范围内

保持原始图G的特征.下面给出常见的３种基于相似性而

提出的图稀疏算法的定义.

定义１(生成图)[１６]　稀疏图 H 保持原始图G 两顶点之

间最短距离的相似性,是基于计算几何学的图稀疏.

(１－ε)distG(u,v)≤distH (u,v)≤(１＋ε)distG(u,v) (１)

定义２(割稀疏)[１７]　稀疏图 H 保持原始图G 边割值的

相似性,是基于边连通度的图稀疏.

(１－ε)λG(U)≤λH (U)≤(１＋ε)λG(U) (２)

定义３(谱稀疏)[１７]　稀疏图 H 保持原始图G 的拉普拉

斯矩阵的谱值,其具有相似性,是基于代数计算的图稀疏.

(１－ε)xTLGx≤xTLHx≤(１＋ε)xTLGx (３)

３　面向复杂网络的图稀疏方法

由于稀疏图要保持原始图的性质,因此图稀疏算法根据

不同的边度量方式对原始网络图进行边采样,形成稀疏图,以

加速图相应的算法分析.本文将已有的图稀疏算法归纳为４
类,如图１所示.

图１　图稀疏的分类和出现时间

Fig．１　Classificationandappearancetimeofgraphsparse

３．１　生成图稀疏

路径是图的全局特征,指图连通的情况下顶点对之间边

最小的数目值.生成图稀疏采用保持原始图中顶点之间距离

性质的边度量方式,典型的算法有tＧspanner.

Cohen[１６]提出了生成图的随机算法来计算tＧspanner.

tＧspanner的衡量关键是延展因子t的大小和生成图边的数

目,它们决定了算法的时间复杂度.确定tＧspanner的方法如

下[２０]:对于有权图的构建,与最小生成树克鲁斯卡尔算法类

似,即初始化边集为空,按照边权重递增的形式来处理,如果

增加某边前,生成图顶点对(u,v)的最短距离大于tＧspanner,

则加入这条边,否则将其丢弃.这些算法都需要计算每对顶

点之间的最短距离,是一个全局生成图稀疏算法.BaswaＧ

na[２１]提出生成图局部随机算法,该算法仅仅需要探索一个或

一系列顶点的关联边,从而可以通过外存计算和分布式计算

构成稀疏生成图.算法分两个阶段进行:１)形成聚类,即独立

地以概率１
n

采样,形成第一批顶点集合,然后以采样到的顶

点为聚类中心点再次计算,依次处理余下的顶点;２)将顶点和

相邻的簇相连,如果顶点v不与任意采样点关联,则把与v关

联的边都加入生成图,如果与v关联的采样顶点有一个或多

个,则将距离顶点最近的边加入生成图,并将权重小于上述最

近边权重的关联边加入生成图,最后将v变成聚类中心点.算

法丢弃了两个顶点都没有被采样的边,且它们归属于同一类.

生成图稀疏删除对复杂网络的特征路径没有影响的边,

而适当地对原始图边的数目进行压缩,在保证算法精确度的

同时加速了最短路径算法的求解.

３．２　边连通稀疏

边连通稀疏基于图的连通度进行边的度量,其主要思想

是以不同的边连通度λ对边赋值,然后依照边权值设定边稀

疏采样概率.３种度量性质为:边关联度(edgeconnectivity)、

边强度(edgestrength)和边有效电阻(effectiveresistance),如

表１所列.Hariharan[１７]提出将边的关联度作为边连通度的

上界对边进行采样,并证明了算法在误差范围内的可行性;割

稀疏[２０]按照边强度进行采样;谱稀疏[２１]算法按照边的有效电

阻来进行计算.基本方法是按照度量方式为每条边赋予一个

pe 值,并以概率pe 独立地对边进行采样,对采样到稀疏图上的

边再按照１/pe 为其赋值,从而形成带权值的子图 H.

表１　３种边连通度的比较

Table１　Comparisonofthreekindsofedgeconnectivity

符号 名称 意义

kst 边关联度 分离边两个顶点最小边的数目(割值)

k′st 边强度 包含边(s,t)最大k连通量

１/Cst 边有效电阻 图中连接顶点对路径的有效电阻

３．２．１　边关联度稀疏

边关联度是分离边(s,t)顶点的最小割值.Hariharan[１７]

将带权边用w 条无权边代替,无权图独立地以概率pe＝min
{ρ/λe,１}进行边采样,如果被采样到稀疏子图 H 中,则赋权

值１/pe,其中ρ＝Θ(logn/ε２),λe的取值即为边连通度.对于

任意图G,边的关联度都是连通度的上界值.具体实例请参

考图２:按照表１中各个边连通度的定义:１)如果将边(s,t)的

顶点s和t分离,则至少删除n－１条边,从而关联度kst＝n－

１;２)包含边(s,t)的最大连通k值为２,边强度k′st＝２;３)每条

边的电阻值为１,顶点s和t是由n－２个twoＧpath路径和一条

边组成,则cst＝(n－２)/２＋１＝n/２,边有效电阻１/cst＝２/n.

图２　边(s,t)连通度λe 的实例

Fig．２　Exampleofconnectivityλeofedge(s,t)

３．２．２　割稀疏

图上割的大小包含图的结构信息[２４],例如有权图的顶点
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度数是由大小为|kst|＝１的割所给出的.最大流最小割算法

的每一次增广都是一次BFS,效率为 O(m),最坏情况下的时

间复杂度为 O(m∗n),由于稀疏图中边的数目大大减少,因
此该算法效率较高.文献[１７]中Benczur和Karger的割稀疏

算法如下:独立地以概率p 对原始图进行采样,最后形成的

稀疏子图由 O(pm)条边组成.上述算法为均匀采样,需要知

道最小割值来获得最小误差界限,当割值较小时,算法失效.

Benczur和 Karger进一步提出非均匀采样,将图分解成 K 个

强连通部分,K 连通部分的边数至多为K∗n,且最小割值为

K.对每个连通部分的内部进行均匀采样,不同 K 连通部分

的采样概率不同,即与边的强度k′st成反比;同时为采样到的边

进行权重赋值.形成的割稀疏子图由 O(nlogn/ε２)条边组成.

３．２．３　谱稀疏

１)拉普拉斯矩阵与图的连通性

首先,按照不同的连通性(根据 Cheeger不等式[２５],图的

连通性与其对应规范化后的拉普拉斯矩阵的第二小特征值有

关联)对图进行分解,然后在每个子图内部进行随机采样,采
样参数的设定依赖于顶点对度.子图连通性较高的情况下,
每个图都有一个谱稀疏.

具体地,假定ε∈(０,１/２),G＝(V,E)是无权图且G 的拉

普拉斯矩阵的最小特征值大于或等于λ,则根据每条边的采

样概率 pe ＝min(１,C/min(du,dv))(其 中 C＝Θ((logn)２

(ελ)－２),w~ ＝１/pe),可得一个(１＋ε)谱稀疏图􀭾G＝(V,􀭾E,w~ ),
􀭾G 的平均度为 O((logn)２(ελ)－２).

２)完全图的谱稀疏

根据谱稀疏的定义考虑完全图稀疏图[２６]的过程,原始图

G是具有n个结点的完全图,则拉普拉斯矩阵LG 的所有非零

特征值都等于n.从谱图理论来说,Ramanujan图是最好的

稀疏图,它 是 一 个 dＧ正 规 图,非 零 特 征 值 范 围 为 [d－

２ d－１,d＋２ d＋１],为稀疏图􀭾G 的每一条边都赋值n/d,

则xTL􀭾Gx∈[n－２n d－１
d

,n＋２n d－１
d

].由谱稀疏的定

义得知,􀭾G 是原始图G 的(１－２ d－１
d

)－１稀疏.图３(a)给

出一个包含１２个顶点的完全图,其稀疏后的４Ｇ正规图如图

３(b)所示.

(a)包含１２个顶点的完全图 (b)４Ｇ正规稀疏图

图３　完全图的谱稀疏

Fig．３　Spectralsparsityofcompletegraphs

３)边有效电阻

与边强度相比,边有效电阻不仅考虑了路径边的数目,还
考虑了路径长度,因此谱稀疏是割稀疏的一种扩展,能更好地

存储原始图的相关信息.
边有效电阻的基本性质如下:

①路径的电阻是沿着路径的电阻的总和;

②并联路径的电阻是单个路径电阻的调和平均值;

③将边添加到图形中,电阻不会增加.

将网络中的每条边识别成一个电阻,Reef (e)是指顶点对

之间边的有效阻力,如图４所示.

图４　网络电流图

Fig．４　Currentnetworkdiagram

边有效电阻的数值表达(B关联矩阵)如下:

B(e,v)＝
＋１, 如果v是边e的头

－１, 如果v是边e的尾

０, 其他情况
{ (４)

拉普拉斯矩阵:L＝BTB
每条边e＝ (u,v)的 有 效 阻 力 被 定 义 为 Reff (u,v)＝

BL＋BT,其中L＋ 是图拉普拉斯矩阵的伪逆矩阵,B 是关联矩

阵.边排序算法:首先为图G中的每一条边指定属性值pe＝
weReef(e),然后以一定的概率对原图的边进行采样,使其满

足谱稀疏的要求.用有效电阻对谱稀疏[２８Ｇ２９]进行随机采样,

可以将有效电阻的计算转化为一些向量的ℓ２ 范数的计算,即

对称对角占优[２６]问题的求解,利用线性求解算子来加速谱稀

疏.文献[２７]提出针对有向图的谱稀疏算法,仅仅考虑顶点

的出度,构建相应拉普拉斯矩阵执行图稀疏算法,通过正交映

射,用较少的边向量估计所有向量.

图分割算法在保证子图连通性的基础上去除冗余边,实
现了连通图稀疏在大数据规模分布式[３０]运算上的可行性与

有效性.

３．３　聚类图稀疏

聚类图稀疏是指保留按照社区度量的边及即保留社区内

部的边及稀疏社区间的边.边度量的标准是顶点相似度,即
如果某条边的顶点具有越多的相同邻居节点,则该条边的两

个顶点属于同一个簇的可能性就越大,该边越可能为聚类图

稀疏内部的边,需要被保留.图５为将聚类稀疏应用到社区

检测算法中的模型图.

　　　　　(a)原始图　　　　　　　　　　　　　(b)稀疏化图

图５　应用聚类稀疏算法前后的对比

Fig．５　Comparisonofbeforeandafterapplyingclustering
sparsealgorithm

３．３．１　全局稀疏算法

全局稀疏算法,即对图中每条边都按照相似度赋值,首先

设定全局阈值S,然后按照阈值对相似度高的边采样.

１)全局稀疏算法(GGS)[３１].采用Jaccard相似度衡量边

e(i,j)的相似度,假设Adj(i)为顶点i的邻居节点集合,Adj(j)
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为顶点j的邻居节点集合,则边相似度sim(i,j)的计算式

如下:

sim(i,j)＝|Adj(i)∩Adj(j)|
|Adj(i)∪Adj(j)|

(５)

该算法设定一个比例θ(０＜θ＜１),使得稀疏后的图与原

始图之间边的关系满足|ES|＝ θ×|E| ,然后根据相似度递

减的顺序对边进行排序,最后采样前 θ×|E| 条边.

２)自适应全局稀疏(AGS)[３２].自适应是指在数据处理

和分析过程中,特征自动调整方法、顺序、参数、边界,使得特

征与处理后数据的统计分布特征和结构特征相适应,以取得

最佳的效果.

Tanwistha和 Huzefa[３２]针对集合分类提出了一种自适

应全局稀疏算法,来解决集合分类中出现的问题.考查带标

签(属性值)的顶点,比较两个顶点的属性值的相似性,并按照

比例要求采样相似度较高的边;剩下的边若能增加图中连通

部分的数目,则将其添加到稀疏图中,否则丢弃.

３．３．２　局部稀疏算法

全局图稀疏算法不适合边密度不均匀的图,因为邻接节

点较少可能导致两个节点之间没有边,从而丢失图的一部分

结构信息.局部稀疏算法很好地弥补了该缺陷,能保证每部

分的拓扑结构信息.图 ６ 对局部稀疏与全局稀疏进行了

对比.

　　　 (a)原始图　　　　　(b)局部稀疏化　　　　(c)全局稀疏化

图６　局部稀疏与全局稀疏的对比

Fig．６　Comparisonoflocalsparseandglobalsparse

针对密度不均匀的图,局部稀疏算法主要是在每对顶点

之间至少保存一条边.

１)局部图稀疏(Lsp)[３３].该类算法避免了全局稀疏密度

不均匀的问题,不使用全局阈值.算法扫描图中的每个顶点,

然后根据边的Jaccard相似度度量和一对顶点之间保持de

(其中d是考虑稀疏的顶点的度值,e是事先指定的０或１)条
边的关系进行边采样,确保每一对顶点之间至少有一条关联

边被采样,保证了图的拓扑结构信息.

２)基于小图的局部聚类稀疏算法[３４](gSparsify).该类

算法对小图使用聚合函数来估计其所包含边的采样率,在局

部图稀疏的基础上增加了对lＧclique频数[３５]的度量.通常是

对图７所示的几种类型的小图进行聚类分析.局部稀疏考虑

的Jaccard相似度是小图的一部分;而gSparsify提出的算法

综合考虑了几种连通子图,能够很好地保存聚类信息.

图７　大图上常见的几类小图

Fig．７　Severalkindsofsmalltempletscommonlyseen

onlargergraphs

３)基于 MapReduce的局部稀疏算法 (MRＧGSpar)[３６].

基于图数据日益普及、规模不断增大的现状,文献[３５]提出了

一种分布式大规模图稀疏算法 MRＧGSpar.该算法在MapＧ

Reduce并行计算框架的基础上,对传统的最小哈希算法进行

并行化改造,使其可在分布式的集群环境中实现对大规模图

数据的高效稀疏化处理.主要步骤如下:Map任务对每个顶

点的邻居节点进行计算;Reduce任务运行最小哈希算法,计

算每个节点的签名矩阵并进行存储,最后设定阈值,进行图稀

疏化处理.

对于聚类图稀疏算法,在得到大图聚类之前增加一个稀

疏化图的环节,在误差范围内稀疏图能够很好地保持原始图

中的聚类结构,算法可在稀疏图上进行图聚类,提高了运行速

度.聚类稀疏算法通常分为两大类:全局稀疏和局部稀疏.

全局稀疏主要针对密度均匀的图,局部稀疏能保证全局拓扑

结构.表２比较了各种图稀疏算法的优缺点和适应性.

表２　聚类稀疏算法的比较

Table２　Comparisonofclusteringsparsealgorithms

类别 算法 优点 缺点和局限 适用范围

全局

稀疏

GGS 提高聚类精度

AGS
自适应性

原始图连通性

不适应于密度不均

匀的图,计算时需考

虑图的密度

小图,密度均匀

顶点存储信息结构

局部

稀疏

LSP
能够保证全局拓

扑结构

仅考虑邻居节点,
算法思想简单、不

精准

小图,全局拓扑

GSP
增加小图的频数

分布

计算复杂度高,计

算 时 受 图 规 模 的

限制

小图,簇间差距大

MRG
利用最小哈希分

布式稀疏

存储空间较大,存

储图的空间复杂度

较高

分布式,大规模图

针对社会网络的社区检测是研究热点.随着数据集规模

的增大,噪声边对图结构信息的影响增大,使得聚类稀疏算法

的精度有所提高,可有效防止过拟合.

３．４　边传播性图稀疏

社会网络都具有传播的性质.边传播性图稀疏在保持网

络传播影响力最大化的前提下,提出边度量方式.假设传播

影响力模型G＝(V,D),对于给定的社会网络,其包含|V|＝n
个实体和|D|＝m 个活动A 的传播路径.

边传播性图稀疏是指找寻对活动 A 传播最重要的k 条

弧组成的稀疏图GS＝(V,DS),其中|DS|＝k,以达到影响力

最大化.通过随机游走[３７]和 EM 方法求得网络的稀疏传播

结构.

３．４．１　随机游走

通过随机游走算法使得稀疏图和原始图结构[３８]相匹配,

利用较小的数据集进行分析并将结果传回原始数据集.随机

游走算法PageRank的最初功能是确定网络结构中顶点的重

要性.在处理某 些 应 用 时,需 要 利 用 PageRank 向 量 值 度

量[３９]边的重要性,其被称为边格林值,它是一种广义的边有

效电阻值.典型的随机游走是概率转移矩阵P(u,v)＝w(u,

v)/d(u),其中 w 是带权值的邻接矩阵,d 是带权值的度矩

阵.通过慢随机游走,格林值稀疏算法首先进行预处理,即通

过格林值稀疏原始图,随后解决平衡割问题.稀疏图不需要按

７２第５期 徐丽丽,等:面向复杂网络的图稀疏算法综述



照谱稀疏的方式进行计算,使得谱稀疏的计算速度有所提高.

３．４．２　EM 算法

EM 算法[４０]中原始图的每条路径传播活动A 的概率为

pe(u,v),稀疏图与原始图具有相同的传播概率,即pDS
(u,v)＝

p(u,v).其主要思想是通过概率模型使得稀疏后的图能够

以最大概率传播社会活动.如图８(a)所示,Ω 是活动产生的

点,沿着每条弧以概率p(u,v)进行延伸.图８(b)给出影响的

传播路径,实线是指活动a 能影响到v 的顶点集,定义为

F＋
a (v);虚线是指活动a不能将影响传播到v,定义为F－

a (v).

(a)社会网络

(b)活动传播的轨迹图

图８　网络传播影响

Fig．８　Influenceofnetworkcommunication

传播路径的似然函数为:

La(G)＝ ∏
v∈V
　P＋

a (v)P－
a (v) (６)

其中:

P＋
a (v)＝

１, ifF＋
a (v)≠Ø

１－ ∏
u∈F＋

a (v)
(１－p(u,v)), otherwise{

P－
a (v)＝ ∏

u∈F－
a (v)

(１－p(u,v)) (７)

最大似然法,是取对数函数较好的数值解法:

logLa(G)＝ ∑
a∈A

logLa(G) (８)

以满足式(９)最大为目标:

p(k＋１)(u,v)＝ p(k)(u,v)
|A＋

v|u|＋|A－
v|u|

∑
a∈A＋

v|u

　 １
P＋

a (v) (９)

其中,A 是a的集合,A＋
v|u表示某活动中有多少事件a 对传播

u产生影响.

作为复杂网络影响力最大化的预处理过程,边传播稀疏

以精简的边进行图分析,提升了算法效率.

３．５　小结

基于图结构的大数据稀疏算法按照４种边的度量形式对

原始图进行边的稀疏采样,移除影响图分析算法的噪声边,以

加快原始图的分析,同时增强图分析算法的有效性.以上算

法都属于静态图稀疏算法,其中,生成图稀疏基于路径特性,

能近似求解出原始图中顶点对的距离值;边连通稀疏基于大

图分割,有利于社会网络的分布式计算;聚类稀疏基于网络的

社区特性,提高了求解精度;边传播性稀疏能最大化网络的影

响力.表３对４类静态网络的图稀疏算法存储原始图的重要

特性、算法思想及应用场合进行了比较.

表３　静态复杂网络图稀疏算法的对比

Table３　Comparisonofsparsealgorithmsforstaticcomplexnetwork

稀疏类别 算法 存储性质 主要思想 应用场合

生成图 t生成图
最短距离

相似

边能构成

最短距离
特征路径

边连通
割稀疏

谱稀疏

割值相似

谱值相似

边保证图

的连通性
图分割

聚类稀疏
全局稀疏

局部稀疏

边的聚类

特性

边区分簇间

和簇内
社区检测

边传播 格林值图稀疏
边的概率

最大化
重要的k条边 传播影响

４　动态图流稀疏算法

动态性是社会网络的重要特征,造成网络算法分析计算

复杂度过高.图流稀疏算法[４１Ｇ４３]使用较少的边能保留动态

过程的图属性.下面针对复杂网络动态图流模型的稀疏算法

进行总结和比较.单通道半流图稀疏算法是较为典型的动态

图流稀疏算法.

４．１　图流模型

假设动态社交网络 G′＝(V,E)由|V|＝n 个节点 和

|E|＝mt 条边构成,它表示仅边发生改变的特定动态网络,即
节点之间边的联系会随着时间动态变化.研究人员提出了动

态图流模型来解决动态网络模型的构建问题.图９给出了动

态图流模型的一些实例.

图９　动态图流模型实例

Fig．９　Examplesofdynamicgraphstreamingmodel

按照算法内存大小的限制,图流模型分为流模型和半流

模型两种.图流有不同的形式,主要分为任意流和关联流两

类.任意流中的边是不重复的,且以任意的顺序出现;关联流

中的边是以顶点的邻边出现的.根据图流通过通道的次数,
又可以将算法分为单通道算法和多通道算法.

１)流模型

流模型是将图G 的边以一串流的形式(e１,e２,􀆺)输入,
通过多趟顺序访问数据流的形式解决计算内存有限的问题.
流模型主要对滑动窗口的应用进行扩展,即考虑当前窗口内

的任意流对图性质的影响.

２)半流模型

半流模型的限制较少,理想情况下每个处理器接受固定

的顶点集合,处理器对边的处理只需要单(少)趟.目前,研究

人员已经将半流模型应用于动态复杂网络最小生成树和最大

匹配等相关图拓扑问题的处理中.
半流模型仅与顶点数目有关,更加适应动态复杂网络,空

间复杂度为 O(polylogn).在动态图流稀疏算法中,半流模

型表示将复杂网络的顶点信息存储在内存中,将边存储在外

存中.下文的稀疏算法都是基于半流模型提出的.

４．２　动态图流稀疏算法

图流稀疏算法[４４Ｇ４６]是任意流的随机概率模型,假设独立

条件下为每条边分配pe 的采样概率.算法的目的是以高概

率来近似计算动态边的属性.动态图流稀疏的关键在于对边
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的采样概率赋值时须考虑概念漂移,当前的边更新操作形成

稀疏图的后续影响,相较于静态图稀疏,边连通度仅仅是估计

值.针对复杂网络,如果仅增加边,则是半动态网络;实体之

间的边既增加也删除,则是全动态网络.

４．２．１　半动态网络图流稀疏算法

半动态模式中的边以流的形式进入,仅能进行插入操

作[４７].AHN[４８]改进静态割稀疏算法,提出单通道图流割稀

疏,其输入C＝{ei１
,ei２

,􀆺,eil
}是图G 的割,且VAL(C)＝c,

边的索引对应着数据流中边到达的顺序.设定一个独立概率

事件AC 生成稀疏图H,使得图流采样是独立事件且具有割

值上界,即对于任意的β(０＜β＜２e－１),P[AC ∧(|VAL(C,

H)－c|＞βc)]＜２exp(－β２pc/４).

Kelner[４９]首次提出了单通道图流谱稀疏,即用静态谱稀

疏得到稀疏图后,将更新的边集合Γ都加入到H 中,当 H 变

大而超出设定的边阈值时,对 H＋Γ的所有边进行有效电阻

值估计,再稀疏形成图流稀疏.该算法不考虑被丢弃的边.

４．２．２　全动态网络图流稀疏算法

全动态模式解决了边的插入和删除问题.AHN[５０]提出

了线性概要结构来描述动态图流,用矩阵形式来分析任意流

的变化.定义一个多图(动态流图)G＝(V,E),其中顶点V＝
[n],A(i,j)＝|{k∶ak＝(i,j,＋)}|－|{k∶ak＝(i,j,－)}|表示

边e(i,j)的插入与删除操作.其中边变化的数据为s＝‹a１,􀆺,

at›,其中ak∈[n]×[n]×{－１,１}.该线性概要结构可用来

评估图上的某些相关属性,如双重性、连通性、k连通性、密集

子图、最大加权匹配[５１]、最小生成树和生成图[５２]等.线性概要

图和稀疏恢复技术[５３]使得图稀疏算法能解决边的删除问题.

GILBERT[５４]首次利用概要图提出边删除的单通道图流

割稀疏算法,该算法保存两个数据结构分别用来估计边的连

通度和实际采样.其主要思想是通过顶点边关联矩阵AG 的

行采样估计连通部分,对输入的流以几何概率递减的形式随

机采样,在每次采样中寻找连通部分.估计阶段:假设任意边

(u,v)∈[n]２ 都有一个h(u,v)∈[０,１]的均匀随机数,定义一个

随机变量hb
(u,v)(b＝１,􀆺,O(logn))来估计边的连通度.采样

阶段:独立产生随机数gb
(u,v)∈[０,１](b＝１,􀆺,O(logn))划分

顶点便于采样,g∗
(u,v)∈[０,１]用于决定稀疏图 H 中的采样.

如果某条边被采样,则g,g∗ ,h在算法中保持不变,这有助于

解决边删除问题,确保某概要图中存在的边被移除.为了压

缩线性空间存储的稀疏图,借鉴压缩感知稀疏恢复[５５Ｇ５６],可
以通过概要图稀疏恢复出割稀疏.

KAPRALOV[５５]提出单通道图流谱稀疏算法,鉴于动态

图流不能直接求出某条边的有效阻力,借助ℓ２ 稀疏恢复算法

形成谱稀疏.其主要使用线性概要图和稀疏恢复方法.算法

分两个部分:MaintainSketches(B,ε)通过s∈{１,􀆺,O(logn)}

和hs 对每条边进行 Hash运算,以概率１
２s 独立对原始图关联

矩 阵 AG 进 行 递 归 采 样,构 成 粗 略 的 线 性 概 要 图.ReＧ
fineSparsifier[５５]在边有效电阻过采样的基础上使用ℓ２heavy
hitters采样方法细化采样,得到谱稀疏.算法使用线性概要

图,能简单地处理边删除问题,即将边的删除问题看成负的边

插入问题.

４．３　动态图流稀疏算法的比较

动态图流稀疏算法主要是针对特定的动态社会网络,能

够在有限的内存空间解决边采样估计的问题.针对无限图流

更新操作采取的方法是:加入滑动窗口,仅考虑当前ω条边的

更新操作.表４在流模型上对比了动态图流的３种常见稀疏

算法.

表４　动态图流中３种常见稀疏算法的比较

Table４　Comparisonofthreecommonsparsealgorithmsin

dynamicgraphstreaming

类别 半动态模式 全动态模式 滑动窗口(widthω)
割稀疏 确定 随机 随机

谱稀疏 确定 随机 􀮃O(n５/３) 随机 􀮃O(n５/３)
(２t－１)生成图 O(n１＋１/t) 仅多通道算法 O( ωn(１＋１/t))

　注:算法的空间复杂度是 O(npolylogn)

５　研究展望

图稀疏的研究工作刚刚起步,还有以下问题有待解决.

１)网络压缩在保持网络原有性质的前提下,具有良好的

结构压缩性,减少了网络的冗余,能运用较少的信息对复杂网

络进行信息存储和分析.除了对网络的边进行稀疏采样外,
对顶点的压缩和采样也将逐渐为研究人员所关注.

２)伴随着微信、微博、脸谱、腾讯等在线网络的不断发展,
网络中包含的信息量呈现爆炸式增长,社交网络的节点数已

达到几十亿.压缩和抽样是处理大规模图数据的有效手段,

然而,怎样评价图压缩和图采样的效果,如何均衡压缩比和误

差的关系使得效果最佳,在限制条件下如何估计估计缩比极

限等,还需要更深入的研究和分析.

３)网络中的信息具有动态变化的特性,社交网络中每一

时刻都存在着某个用户的增加或者减少,也存在着用户之间

关系的变化,这种动态复杂网络的稀疏化和采样是未来研究

的热点,同时采样后信息的存储、传递、边权值的更新策略以

及关键节点的性质都值得研究人员关注.

４)理论研究方面,原始网络与压缩网络之间在多个尺度

上具有层次相似性,图稀疏算法在图压缩方面的理论分析需

要进一步深入.

结束语　随着网络规模的不断扩大,个体与个体之间的

相互关系越来越难挖掘.对网络进行有效的压缩,将有助于

挖掘隐藏在网络内部的特征和价值.在这个背景下,研究人

员开始对复杂网络的采样和稀疏表示展开大量的工作[５６Ｇ５７],

针对复杂网络运用不同的图稀疏算法来加速对网络拓扑结构

的分析.本文对基于边采样的图稀疏算法进行了归纳和总

结,不同的图分析算法可以根据不同的边度量方式进行稀疏

化采样;同时展望了未来复杂网络图稀疏可以深入研究的几

个方向.
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